EXERCICE 1 (5 points)

Partie A
Restitution organisée de connaissances

On supposera connus les résultats snivants

e Pourtousréelsxety, e*xe’ =¢".

; , I |
1. Démontrer que pour tout réelx, e =—-
e

nx

2. Démontrer que pour tout réel x et pour tout entier naturel #, (e" )” =g

Partie B

I c—-nx

dx.

On considére la suite (u,) définic pour tout entier naturel » par : u, = J' s
ol+e™

1. a)Montrer que u, +u, =1.
b) Calculer #,. En déduire ;.

2. Montrer que pour tout entier naturel », u, 2 0.

i—e™

n

3. a) Monirer que pour tout entier naturel # non nul, u,, +u, =

—n

l1—e

b) En déduire que pour tout entier naturel » non nul, u, <
n

4. Déterminer la limite de la suite (u, ).
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1. Soit x € R. e* x e * = Xt (=) = ¢% = 1. En particulier, e* # 0 et on peut donc écrire e > = o On a montré que

1
Vx €R, e = —.
eX
2. Soit x € R. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, (eX)" = e™*.

e Pour n =0, (ex)o =1et e®™ =e®=1. Donc (e")0 = %% et I'égalité est vraie quand n = 0.
e Soit n > 0. Supposons que (eX)" = e™*. Alors

(ex)“‘H _ (ex)“ x eX — eMX x X — enX+x _ e(n—H)x.

On a montré par récurrence que

pour tout réel x et pour tout entier naturel n, (eX)™ = e™*.

Partie B

—nx

1+4+ex

continues sur [0, 1] dont le dénominateur ne s’annule pas sur [0, 1]. Donc, pour tout entier naturel n, u, existe.

1. a) Pour tout entier naturel n, la fonction x — est continue sur [0,1] en tant que quotient de fonctions

1 1 1 e X

= ——a ° 4

e N e X+Jo T+ex

! 1 e ™

= . (1 e + T ex) dx (par linéarité de 'intégrale)
(‘1 1 —X 1

- de:wa:ufmm:L
Jo 1+ex 0

b)

1 —X 1 —X\/
e (T+e™) —x111 1 0
U]:J'O]+e_x dX:J'()*W dX:[fan-l—e X)]O:flnﬂ-l—e )+1n(]+€)

=In2—1In (1 +]E) =1n2—1n<ejeL]) =In2—(In(e+1)—Ine)=1+1n2—In(e+1).

Ensuite, uyo =T—u; =1—(1+In2—In(e+ 1)) =Iln(e+1) —In2.

wo=In(T+e)—In2ectu; =ln2—In(1+e").
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1 1 1 X
Remarque. ug :J' ! dx:J' ! dx:J ¢ dx = [1n(e"+1)]3) =In(e+1)—1In2.

Trex 1 ex+1
0 0 0
1+ o
e—nx
2. Soit . un entier naturel. Pour tout réel x de [0, 1], H—7 > 0. Par positivité de 'intégrale, on en déduit que

1 e~ X
J —— dx > 0. On a montré que
0 1 +ex

pour tout entier naturel n, w,, > 0.

3. a) Soit n un entier naturel non nul.

(1 e—(n+1)x T e—mx
u +un=| ——— dx—i—J — dx
ntl " Jo 1 +ex 0 1 + e X
1T —(n+1)x —nx
—| ¢ te dx (par linéarité de 'intégrale)
0 T+ex
rl —nx(,—x 1 1 —nx71! 1 1 1—e™m
I e G )dX:J' % gy — | € (_lem) _(_leo) = e
Jo 1+ex 0 noJ, n n n

) 1—e™
pour tout entier naturel non nul n, up4+1 +up = ——.

b) Soit 1 un entier naturel non nul. D’aprés la question 2, un1 > 0 et donc uni1 + un > u,. D’aprés la question

o 1—e ™
précédente, on a alors u,, <

1—e™
pour tout entier naturel non nul n, u, < ——.
n
) 1—e™
4. Pour tout entier naturel non nul, on a 0 <u, < —.
n
. . . ) 1—e™
Or, lim e ™=0etdonc lim (1—e ™) =1.D%autre part, lim n = +oo et finalement lim ———— =0. D’aprés
n— +oo n— +oo n— +oo n— +00 n

le théoréme des gendarmes, on en déduit que la suite (u,,) converge et que lirf u, =0.
mn— +00

lim w, =0. I
n— +oo
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