Exercice 4 (4 points)

On considére les suites (x, ) et (y,) définies pour tout entier naturel » non nul par :
—Ilt" tdt et = ['"sintde
x, = ) 1" cos et y = IO sinzdr.

1. a) Montrer que la suite (x,) est a termes positifs.
b) Etudier les variations de la suite ( x, ).

¢) Que peut-on en déduire quant a la convergence de la suite (x,) ?

2. a) Démontrer que, pour tout entier naturel » non nul, x, < 1
n+

b) En déduire la limite de la suite (x, ).

3. a) Al’aide d’une intégration par parties, démontrer que, pour tout entier

naturel n nonnul, x,,, =~(n+1)y, +sin(1).
b) En déduire que lim y =0.
4.  Onadmet que, pour tout entier naturel » non nul, y,,, = (n+1x, —cos(l).

Déterminer lim nx, et lim ny,.

n—+w n—+c



EXERCICE 4
l.a)SoitneN*. Ona0<1< g et donc [0,1] C [0, ;]. Mais alors, pour tout réel t € [0, 1], t" cost > 0. Par positivité

de l'intégrale, on en déduit que x,, > 0.

La suite (xn )nen+ est positive.

b) Soit n € N*.

1 1 1 1
Xt —xn:J " cost dt—J t"cost dt:J (t"*1 cost —t™ cost) dt:J (t—1)t" cost dt.
0 0 0 0

Or, pour tout réel t € [0,1], t—1 < 0 et t" cost > 0 et donc pour tout réel t € [0,1], (t — 1)t™ cost < 0. Par positivité de
I'intégrale, on en déduit que Xn4+1 —Xn < 0.

Ainsi, pour tout entier naturel non nul n, xn+1 < x, et donc

la suite (xn)nen+ est décroissante.

c¢) La suite (xn)nen+ est décroissante et minorée par 0. On en déduit que

la suite (xn )nen+ €st convergente.

2. a) Soit n € N*. Pour tout réel t de [0,1], on a t™ > 0 et cost < 1. On en déduit que pour tout réel t de [0, 1],
1

t" cost < t,,. Par croissance de l'intégrale, on en déduit que x, < J t™ dt avec
0

1

Jltﬂ 4 tn+1 _]n-H_Oﬂ-H B 1
0 Cn+1), n+l 41

Pour tout entier naturel non nul n, x,, < ——.
n

+1

b) Pour tout entier naturel non nul n,on a 0 < x,; < ——. Comme lim —— =0, le théoréme des gendarmes permet
n+1 no+oo N+ 1

lim x, =0. I
n— +oo

3. a) Soit n € N*. Pour t € [0, 1], posons u(t) = t"*" et v(t) = sint. Les fonction u et v sont dérivables sur [0, 1] et pour
te[0,1], ona

d’affirmer que

u(t) = tnt! v(t) =sint
ut)=m+1t" v/(t) =cost

De plus, les fonctions 1’ et v/ sont continues sur [0, 1]. On peut donc effectuer une intégration par parties qui fournit

1 1

(m+Dt"sint dt =1 " sin1 — 0™ ' sin0 — (n + 1)J t"sint dt

1
. 1
Xntl = J " cost = [tn“ sint dt]o —J
0

0 0
=—(n+1)yn +sinl.

Pour tout entier naturel n, xn 11 = —(n+ 1)y, +sin 1.

—Xn41 +sin1

b) Mais alors, pour n € N*, y,, = . Or, d’aprés 2.b), HIE —Xn+1 +sin1 =sin1 et d’autre part,
— +00

n+1 - n
lim n+1=+4o00. On en déduit que lim X tsind =0 et donc que
n—+oo n—+oo n+1

0]
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4. Pour tout entier naturel non nul n, on a yn4+1 = (Nn+1)xy —cos 1 et donc nx,;, =yYyn41 —Xxn +cos1. Or, 11111 Yn+1 =0
n—+0oo

et lim x, =0et donc lim mx,, =cosl.
n— +oo n—+oo

De méme, d’apreés 3.a), pour tout entier naturel non nul n, on a xn4+1 = —(n+1)yn +sin 1 et donc nyn = —Xxn41—yn+sinl.
On en déduit que lirf nyn =sinl.
n— -+oo

lim nx, =coslet lim ny, =sinl.
n— +oo n— +oo
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