


EXERCICE 4

1. a) Soit n ∈ N
∗. On a 0 ≤ 1 ≤ π

2
et donc [0, 1] ⊂ [0,

π

2
]. Mais alors, pour tout réel t ∈ [0, 1], tn cos t ≥ 0. Par positivité

de l’intégrale, on en déduit que xn ≥ 0.

La suite (xn)n∈N∗ est positive.

b) Soit n ∈ N
∗.

xn+1 − xn =

∫1

0

tn+1 cos t dt −

∫1

0

tn cos t dt =

∫1

0

(tn+1 cos t − tn cos t) dt =

∫1

0

(t − 1)tn cos t dt.

Or, pour tout réel t ∈ [0, 1], t − 1 ≤ 0 et tn cos t ≥ 0 et donc pour tout réel t ∈ [0, 1], (t − 1)tn cos t ≤ 0. Par positivité de
l’intégrale, on en déduit que xn+1 − xn ≤ 0.

Ainsi, pour tout entier naturel non nul n, xn+1 ≤ xn et donc

la suite (xn)n∈N∗ est décroissante.

c) La suite (xn)n∈N∗ est décroissante et minorée par 0. On en déduit que

la suite (xn)n∈N∗ est convergente.

2. a) Soit n ∈ N
∗. Pour tout réel t de [0, 1], on a tn ≥ 0 et cos t ≤ 1. On en déduit que pour tout réel t de [0, 1],

tn cos t ≤ tn. Par croissance de l’intégrale, on en déduit que xn ≤
∫1

0

tn dt avec

∫1

0

tn dt =

[

tn+1

n + 1

]1

0

=
1n+1 − 0n+1

n + 1
=

1

n + 1
.

Pour tout entier naturel non nul n, xn ≤ 1

n + 1
.

b) Pour tout entier naturel non nul n, on a 0 ≤ xn ≤ 1

n + 1
. Comme lim

n→+∞

1

n + 1
= 0, le théorème des gendarmes permet

d’affirmer que

lim
n→+∞

xn = 0.

3. a) Soit n ∈ N
∗. Pour t ∈ [0, 1], posons u(t) = tn+1 et v(t) = sin t. Les fonction u et v sont dérivables sur [0, 1] et pour

t ∈ [0, 1], on a

u(t) = tn+1 v(t) = sin t

u ′(t) = (n + 1)tn v ′(t) = cos t

De plus, les fonctions u ′ et v ′ sont continues sur [0, 1]. On peut donc effectuer une intégration par parties qui fournit

xn+1 =

∫1

0

tn+1 cos t =
[

tn+1 sin t dt
]1

0
−

∫1

0

(n + 1)tn sin t dt = 1n+1 sin 1 − 0n+1 sin 0 − (n + 1)

∫1

0

tn sin t dt

= −(n + 1)yn + sin 1.

Pour tout entier naturel n, xn+1 = −(n + 1)yn + sin 1.

b) Mais alors, pour n ∈ N
∗, yn =

−xn+1 + sin 1

n + 1
. Or, d’après 2.b), lim

n→+∞
−xn+1 + sin 1 = sin 1 et d’autre part,

lim
n→+∞

n + 1 = +∞. On en déduit que lim
n→+∞

−xn+1 + sin 1

n + 1
= 0 et donc que

lim
n→+∞

yn = 0.
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4. Pour tout entier naturel non nul n, on a yn+1 = (n+1)xn −cos 1 et donc nxn = yn+1 −xn +cos1. Or, lim
n→+∞

yn+1 = 0

et lim
n→+∞

xn = 0 et donc lim
n→+∞

nxn = cos 1.

De même, d’après 3.a), pour tout entier naturel non nul n, on a xn+1 = −(n+1)yn+sin 1 et donc nyn = −xn+1−yn+sin 1.
On en déduit que lim

n→+∞
nyn = sin 1.

lim
n→+∞

nxn = cos 1 et lim
n→+∞

nyn = sin 1.
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