EXERCICE 4 (7 points)

Partic A

Restitution organisée de connaissances.

On supposera connus les résultats sujvants :

Sment # ¢t v deux fonctions continues sur un intervalle [a, b] avec a<h.

=
» Siuz0sur{ab] alors J. u(x)de = 0.

e Pobrtousréels zet 3, r[m:{x}—rﬁv{x}]dx =a J‘bu(x)dx—:—ﬁr v{x)dx.

Démeontrer que 51 f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle [aj E}] avec g< b et

si, pour tout x de [a,b], Fix)y<g(x)alors r Fi{xydx < J'hg{x)dx,

Pariic B

On considére [a fonction f définie sur [0,+0f par: f{ix)=x+1n (1 + e"’) .
Sa courbe représentative C ains que la droite I¥ d’équation y = x sont données en annexe dans un repére
orthonormal d*unité graphique 2 cm.

1.
2,

tak

4.

' 'Un]uge gue i et W soni indiscernabies surie grapmquc lﬂl'Sqt.lE! ia distance MN est infénieure & U‘ 3 mm.

Montrer gue f est croissante et positive sur {0, +0of .
a) Montrer gue ia courbe C admet pour asymptote la droite 1.

b) Etudier la position de C par rapport & D.

| [
Soit | I'intégrale definie par; = -[ In (] +e " )dx = J [ Fix)— x}dx . On ne cherchera pas 4 calculer L.
1] a

a) Donner une interprétation géométrique de 1.

b} Montrer que pour tout réel ¢ =0, ona in (1 +:] %t
(On pourra €tudier les variations de la fonction g définie sur [0,+o00] par g{f)= 1n (1 + :) -

On admettra que pour toul réel ¢ =0, ona Ll{ (1)
I+

~X

¢} En déduire gue pourtout x de [0, +o[, o a: _i 15 Ln(1+ E_I)E e .
e+

2
d) Montrer que ln[ d_.js;li 1-g™.
I+e

¢) En déduire un encadrement de | d’amplitude},4 par deux nombres décimanx.

Dn demgn& par. M et N les pmnts dc mﬂme abscissa X appartenant respectwament a C et D

Déterminer 'ensemble des valeurs de x pour lesquelles M et N sont indiscernables.

Dans cefte question, toule trace de recherche, méme incompléte, ou d'initintive, méme non fructucuse,

sera prise en compte dans [ évaluation.
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ANNEXE
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EXERCICE 4
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EXERCICE 4

Partie A Restitution organisée de connaissances.

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] telles que pour tout x de [a, b], f(x) < g(x).
Alors, la fonction g — f est positive sur [a, b] et par positivité de l'intégrale (premier pré-requis de ’énoncé), on a

b
J (g(x) — f(x)) dx > 0. Par linéarité de 'intégrale (deuxiéme pré-requis de 1’énoncé), on en déduit que

% b b
f(x) dx < J g(x) dx.

a

Jb g(x) dx — Jb f(x) dx > 0 puis que J

a a a

Partie B
1. Pour tout réel x > 0, ona e * >0 et donc 1+e* > 1> 0. On en déduit que la fonction f est dérivable sur [0, +oo]
et de plus pour x > 0

(efx)/ —e X 1d4e ™ e X 1

f/ :] :] = = .
=T+ e =T 7= T+ex T+ex

Mais alors f’ est positive sur [0, +oo[ et donc f est croissante sur [0, +oo[. Par suite, pour x > 0, on a f(x) > f(0) avec
f(0) =0+ 1n(1 4+ €°) =1n2 et donc f(0) > 0. f est donc positive sur [0, +ool.

La fonction f est croissante et positive sur [0, +ocol.

2. a) Pour tout réel x > 0, f(x) —x = In(1+e*). Or, lim e * = lim eX =0et donc lim 1+e ™ =1 puis
x— +00 X— —o0 xX— +00
11111 In(T+e ) =InT=0. On a montré que 11111 (f(x) —x) =0 et donc que
X— +00 X— 400

la courbe C admet la droite D pour asymptote en +oo. I

b) Pour tout réel x > 0, f(x) —x = In(1 + e™*). Or, pour tout réel x > 0, on a 1 + e~ * > 1. Puisque la fonction ln est
strictement croissante sur [0, +ool[, on en déduit que pour tout réel x > 0, In(1+e ) > 0 et donc que pour tout réel x > 0
f(x) —x > 0.

La courbe C est strictement au-dessus de la droite D sur [0, +ool.

3. a) Puisque la fonction x — f(x) — x est strictement positive sur [0, 1], le nombre I est 'aire du domaine délimité par
les droites d’équations respectives x = 0 et x = 1, la droite D et la courbe C, exprimée en unités d’aire (voir graphique
page suivante).

b) Pour t € [0, +ool, posons g(t) =1In(1 +t) —t. g est dérivable sur [0, +oo[ et pour t > 0,

t
Maintenant, pour tout réel positif t, on a 11t < 0 et donc g’ est négative sur [0, +oo[. On en déduit que la fonction g

est décroissante sur [0, +oo[ et en particulier que pour tout réel t > 0, g(t) < g(0) avec g(0) =In1 — 0 = 0. Ceci fournit
pour tout réel t > 0, In(14+t) —t < 0 ou encore In(1 +t) < t.

Pour tout réel t > 0, In(1+1t) < t.

t
¢) Soit x € [0, 4o00[. Posons t = e *. Alors t € [0, 400l et d’aprés la question précédente, on a Tt <In(1+1t) < tcequi

—X

<In(T4+e ) <e ™

e x

. e
s’écrit encore ]

—X

Pour tout réel x > 0, <ln(l14+e ™) <e ™

e
1+ex —
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d) Par croissante de l'intégrale, on en déduit que

1

1 x 1
J ¢ dx < J In(14+e7) dx SJ e X dx.
o 1+e™™ 0 0

1
Or J e X dx = [—e_x]; =(—e ") = (—=e%) =1—e"". D’autre part,
0

T x 1 “x
(4 - —e o —x ]_ 1 0 o 1y 2
J'O1+e*" dx__L]—l—e*X dx=—[In(1+e )}0——(1n(1+e J—In(T+e”)) =In2—In(1+e )—1n<1+e]).

On a montré que

2
e) La calculatrice fournit In ( ] ) =0,37...et1—e 1 =0,63....

On en déduit que 0,3 < In (
1+e

0,3<1<0,7. I

4. Soit x un réel positif. La distance de M & N, exprimée en unités de longueur, est égale a f(x) —x ou encore In(1+ e~ ).
Comme une unité de longueur est égale & 20 mm, cette distance est encore égale & 201In(1 + e ) mm. Maintenant

20ln(1+e ) <0,5& In(1+e7*) <0,025
& enl1+e™™) < 0,025 (car 1a fonction exponentielle est croissante sur R)
O 14e ™ <025 oy omx < 00025 _ 1 (ayec ¢025 1> ()
& In(e ™) < In(e%%?% — 1) (car la fonction In est croissante sur ]0, +ool)

& —x <In(e®%? —1) & x > —In(e*%? —1).

M et N sont indiscernables pour x > —In(e®%%> — 1) avec —In(e®%2> —1)=3,6....
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