




EXERCICE 4

Partie A Restitution organisée de connaissances.

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] telles que pour tout x de [a, b], f(x) ≤ g(x).
Alors, la fonction g − f est positive sur [a, b] et par positivité de l’intégrale (premier pré-requis de l’énoncé), on a∫b

a

(g(x) − f(x)) dx ≥ 0. Par linéarité de l’intégrale (deuxième pré-requis de l’énoncé), on en déduit que

∫b

a

g(x) dx −

∫b

a

f(x) dx ≥ 0 puis que

∫b

a

f(x) dx ≤

∫b

a

g(x) dx.

Partie B
1. Pour tout réel x ≥ 0, on a e−x > 0 et donc 1 + e−x > 1 > 0. On en déduit que la fonction f est dérivable sur [0, +∞[

et de plus pour x ≥ 0

f ′(x) = 1 +
(e−x) ′

1 + e−x
= 1 +

−e−x

1 + e−x
=

1 + e−x − e−x

1 + e−x
=

1

1 + e−x
.

Mais alors f ′ est positive sur [0, +∞[ et donc f est croissante sur [0, +∞[. Par suite, pour x ≥ 0, on a f(x) ≥ f(0) avec
f(0) = 0 + ln(1 + e0) = ln 2 et donc f(0) > 0. f est donc positive sur [0, +∞[.

La fonction f est croissante et positive sur [0, +∞[.

2. a) Pour tout réel x ≥ 0, f(x) − x = ln(1 + e−x). Or, lim
x→+∞

e−x = lim
X→−∞

eX = 0 et donc lim
x→+∞

1 + e−x = 1 puis

lim
x→+∞

ln(1 + e−x) = ln 1 = 0. On a montré que lim
x→+∞

(f(x) − x) = 0 et donc que

la courbe C admet la droite D pour asymptote en +∞.

b) Pour tout réel x ≥ 0, f(x) − x = ln(1 + e−x). Or, pour tout réel x ≥ 0, on a 1 + e−x > 1. Puisque la fonction ln est
strictement croissante sur [0, +∞[, on en déduit que pour tout réel x ≥ 0, ln(1+e−x) > 0 et donc que pour tout réel x ≥ 0

f(x) − x > 0.

La courbe C est strictement au-dessus de la droite D sur [0, +∞[.

3. a) Puisque la fonction x 7→ f(x) − x est strictement positive sur [0, 1], le nombre I est l’aire du domaine délimité par
les droites d’équations respectives x = 0 et x = 1, la droite D et la courbe C, exprimée en unités d’aire (voir graphique
page suivante).

b) Pour t ∈ [0, +∞[, posons g(t) = ln(1 + t) − t. g est dérivable sur [0, +∞[ et pour t ≥ 0,

g ′(t) =
1

1 + t
− 1 = −

t

1 + t
.

Maintenant, pour tout réel positif t, on a −
t

1 + t
≤ 0 et donc g ′ est négative sur [0, +∞[. On en déduit que la fonction g

est décroissante sur [0, +∞[ et en particulier que pour tout réel t ≥ 0, g(t) ≤ g(0) avec g(0) = ln 1 − 0 = 0. Ceci fournit
pour tout réel t ≥ 0, ln(1 + t) − t ≤ 0 ou encore ln(1 + t) ≤ t.

Pour tout réel t ≥ 0, ln(1 + t) ≤ t.

c) Soit x ∈ [0, +∞[. Posons t = e−x. Alors t ∈ [0, +∞[ et d’après la question précédente, on a
t

1 + t
≤ ln(1 + t) ≤ t ce qui

s’écrit encore
e−x

1 + e−x
≤ ln(1 + e−x) ≤ e−x.

Pour tout réel x ≥ 0,
e−x

1 + e−x
≤ ln(1 + e−x) ≤ e−x.
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d) Par croissante de l’intégrale, on en déduit que

∫1

0

e−x

1 + e−x
dx ≤

∫1

0

ln(1 + e−x) dx ≤

∫1

0

e−x dx.

Or

∫1

0

e−x dx =
[

−e−x
]1

0
= (−e−1) − (−e0) = 1 − e−1. D’autre part,

∫1

0

e−x

1 + e−x
dx = −

∫1

0

−e−x

1 + e−x
dx = −

[

ln(1 + e−x)
]1

0
= −(ln(1 + e−1) − ln(1 + e0)) = ln 2 − ln(1 + e−1) = ln

(

2

1 + e−1

)

.

On a montré que

ln

(

2

1 + e−1

)

≤ I ≤ 1 − e−1.

e) La calculatrice fournit ln

(

2

1 + e−1

)

= 0, 37 . . . et 1 − e−1 = 0, 63 . . ..

On en déduit que 0, 3 ≤ ln

(

2

1 + e−1

)

≤ I ≤ 1 − e−1 ≤ 0, 7.

0, 3 ≤ I ≤ 0, 7.

4. Soit x un réel positif. La distance de M à N, exprimée en unités de longueur, est égale à f(x)− x ou encore ln(1+ e−x).
Comme une unité de longueur est égale à 20 mm, cette distance est encore égale à 20 ln(1 + e−x) mm. Maintenant

20 ln(1 + e−x) ≤ 0, 5 ⇔ ln(1 + e−x) ≤ 0, 025

⇔ eln(1+e−x) ≤ e0,025 (car la fonction exponentielle est croissante sur R)

⇔ 1 + e−x ≤ e0,025 ⇔ e−x ≤ e0,025 − 1 (avec e0,025 − 1 > 0)

⇔ ln(e−x) ≤ ln(e0,025 − 1) (car la fonction ln est croissante sur ]0, +∞[)

⇔ −x ≤ ln(e0,025 − 1) ⇔ x ≥ − ln(e0,025 − 1).

M et N sont indiscernables pour x ≥ − ln(e0,025 − 1) avec − ln(e0,025 − 1) = 3, 6 . . ..
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