EXERCICE 1 (5 points)

Commun g tous les candidats

Les courbes %r et &, données ci-dessous représentent respectivement, dans un repére uﬂhunl:umlﬂ
(037.7), les fonctions f et g définies sur I'intervalle |0;+ o par: f{x)=Inx et glx)=(Inx)*,

1) On cherche 4 déterminer |"aire 4 (en unjtés d'aire) de la partie du plan hachurée.
On note [ = jlnxdx et J= J' (Inx)*dx.
1 1

&) Vérifier que la fonction F définie sur I'intervalle ]1};+m{ par F[J:}=J:]ﬂr —x €5t une primitive
de la fonction logarithme népérien. En déduire .

b) Démontrer 4 1"aide d'une intégration par parties que J=e— 27,

¢} En déduire J.

d) Donner la valewr de 4.

2) Dans cette question le candidat est invité & porter sur sa copie les étapes de sa démarche méme si elle
r "aboutlt pes.

Pour x appartenant 4 I'intervalle [1 ; e], on note M le point de la courbe &) d'abscisse x et N le point
de la courbe &, de méme abscisse,
Pour quelle valeur de x la distance MV est maximale 7 Calculer la valeur maximale de M.
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EXERCICE 1

1) a) La fonction F est dérivable sur ]0; +oo[ en tant que différence de deux fonctions dérivables sur ]0; +oo[ et pour tout
réel x > 0,

1
F(x)=Txlnhx+xx—-—1=Inx.
X
Dong, la fonction F est une primitive de la fonction logarithme népérien sur ]0; +oco[. On en déduit que

I:J Inxdx =F(e) —F(1) =(elne—e)—(I1In1—1)=e—e+1=1.
1

[=1.

b) Pour x € [1;e], posons u(x) = x et v(x) = (Inx)?. Les fonctions u et v sont dérivables sur [1;e] et on a

u(x) =x v(x) = (Inx)?

1
uwix)=1 v/ (x)=2x - xInx.
X
De plus, les fonctions 1’ et v/ sont continues sur [1;e]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

e e
]:J 1><(1nx)2dx:[x><(lnx)2ﬁ—J' xex%xlnxdx
1 1
e

=e(lne)* — (In1)? — ZJ Inx dx (par linéarité de I'intégrale)
1

=e—2I.

c) Par suite, J=e—2l=e—2x1=e—2.

J=e—2.

d) Le graphique fourni montre que ¥ est au-dessus de 6y sur l'intervalle [1;e]. Par suite,

e e

f(x) dxfl[ gx)dx=1-J=1—-(e—2)=3—ce.
1

A= (it = g ax = |

1 1

L’aire A est égale & 3 — e unité d’aire.
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2) Soit x € [1;e]. Le point M a pour coordonnées (x;Inx) et le point N a pour coordonnées (x;(Inx)?). Puisque pour

x € [1;e], on a f(x) > g(x),
MN = [yn —ym| =ym —yn = Inx — (Inx)2.

Pour x € [1;¢€], posons h(x) = Inx — (Inx)%. h est dérivable sur [1;e] et pour x € [1;¢],
Inx 1—2lnx

1
Rib) =2 =2 .

Sur [1;e], h/(x) est du signe de 1 — 2Inx. Donc, pour x € [1;e],

1
h’(x)ZO(:H—ZlanO(:)lnxgz(:)xgevz(:)xg\/é.

Ainsi, la fonction h est croissante sur [1;+/€] et décroissante sur [v/e;e]. On en déduit que la fonction h admet un maximum

en y/e. Ce maximum vaut h(y/e) avec

MN est maximale pour x = /e et la valeur maximale de MN est

© Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés.

http ://www.maths-france.fr



