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EXERCICE 1

1) a) La fonction F est dérivable sur ]0; +∞[ en tant que différence de deux fonctions dérivables sur ]0; +∞[ et pour tout
réel x > 0,

F ′(x) = 1 × ln x + x × 1

x
− 1 = ln x.

Donc, la fonction F est une primitive de la fonction logarithme népérien sur ]0; +∞[. On en déduit que

I =

∫e

1

ln x dx = F(e) − F(1) = (e ln e − e) − (1 ln 1 − 1) = e − e + 1 = 1.

I = 1.

b) Pour x ∈ [1; e], posons u(x) = x et v(x) = (ln x)2. Les fonctions u et v sont dérivables sur [1; e] et on a

u(x) = x v(x) = (ln x)2

u ′(x) = 1 v ′(x) = 2 × 1

x
× ln x.

De plus, les fonctions u ′ et v ′ sont continues sur [1; e]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

J =

∫e

1

1 × (ln x)2 dx =
[

x × (ln x)2
]e

1
−

∫e

1

x × 2 × 1

x
× ln x dx

= e(ln e)2 − (ln 1)2 − 2

∫e

1

ln x dx (par linéarité de l’intégrale)

= e − 2I.

J = e − 2I.

c) Par suite, J = e − 2I = e − 2 × 1 = e − 2.

J = e − 2.

d) Le graphique fourni montre que Cf est au-dessus de Cg sur l’intervalle [1; e]. Par suite,

A =

∫e

1

(f(x) − g(x)) dx =

∫e

1

f(x) dx −

∫e

1

g(x) dx = I − J = 1 − (e − 2) = 3 − e.

L’aire A est égale à 3 − e unité d’aire.
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2) Soit x ∈ [1; e]. Le point M a pour coordonnées (x; ln x) et le point N a pour coordonnées (x; (ln x)2). Puisque pour
x ∈ [1; e], on a f(x) ≥ g(x),

MN = |yN − yM| = yM − yN = ln x − (ln x)2.

Pour x ∈ [1; e], posons h(x) = ln x − (ln x)2. h est dérivable sur [1; e] et pour x ∈ [1; e],

h ′(x) =
1

x
− 2

ln x

x
=

1 − 2 ln x

x
.

Sur [1; e], h ′(x) est du signe de 1 − 2 ln x. Donc, pour x ∈ [1; e],

h ′(x) ≥ 0 ⇔ 1 − 2 ln x ≥ 0 ⇔ ln x ≤ 1

2
⇔ x ≤ e1/2 ⇔ x ≤

√
e.

Ainsi, la fonction h est croissante sur [1;
√

e] et décroissante sur [
√

e; e]. On en déduit que la fonction h admet un maximum
en

√
e. Ce maximum vaut h(

√
e) avec

h(
√

e) = ln(e1/2) − (ln(e1/2))2 =
1

2
−

(

1

2

)

2 =
1

2
−

1

4
=

1

4
.

MN est maximale pour x =
√

e et la valeur maximale de MN est
1

4
.
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