EXERCICE 4 (7 points)
(Commun a tous les candidats)

Partie A. Restitution organisée de connaissances
xT

. . . (&
On suppose connu le résultat suivantim — = +4oc.

r—4o00o I

Démontrer quelim ze™* = 0.

T——+00
Partie B. Restitution organisée de connaissances

On consideére la fonctioyi définie surR par :
f(x)=(z+1)e ™.

On note% sa représentation graphique dans un repére orthoné@ng, 7) du plan.
On prendrat cm pour unité graphique.

1) Cette question demande le développement d’'une certaingrdéercomportant plusieurs étapes.
La clarté du plan d’étude, la rigueur des raisonnements iagpue la qualité de la rédaction seront
prises en compte dans la notation.

Etudier les variations de la fonctigiet les limites aux bornes de son ensemble de définition. R&rsum
ces éléments dans un tableau de variation le plus complsibb®s

2) Tracer la courb&’. On fera apparaitre les résultats obtenus précédemment.

Partie C. Etude d’'une famille de fonctions
Pour tout entier relatik, on notef;, la fonction définie suR par :

fe(z) = (z + 1)ek=,

On note%), la courbe représentative de la fonctigndans un repére orthonormal du plan.
On remarque que le cdas= —1 a été traité dans lpartie B, caronaf_ = fet%_, = %.

1) a)Quelle est la nature de la fonctigp?
b) Déterminer les points d’intersection des courgg®t %, .

Vérifier que, pour tout entiegk, ces points appartiennent a la coutfie
2) Etudier, suivant les valeurs du réelle signe de I'expression :

(x+1)(e” —1).

En déduire, pouk entier relatif donné, les positions relatives des couffjest .. ;.

3) Calculerf,(z) pour tout réel: et pour tout entiek non nul.
En déduire le sens de variation de la fonctj@rsuivant les valeurs de.
(On distinguerales cast:> 0 etk < 0.)
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4) Le graphique suivant représente quatre coue% , o7 etz , correspondant a quatre valeurs
différentes du parametre parmi les entiers-1, —3, 1 et 2.
Identifier les courbes correspondant a ces valeurs en @undtiéi réponse.

Partie D. Calcul d'une aire plane
Soit A un réel strictement positif. La fonctiofiest celle définie dans [zartie B.

1) ATaide d’'une intégration par parties, calculer le nombre :
A
o (N) :/ f(t) dt.
0

2) DéterminerAlim </ (A). Interpréter graphiquement le résultat.
—4-00
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EXERCICE 4

Partie A. Restitution organisée de connaissances

. X 1 . . er P .
Pour tout réel non nul x, on a xe™ = — = . On sait que lim — = +00. On en déduit que lim
ex ex/x x—+oo X x—+oo €% /X

=0et

donc que lim xe ™ =0.
X— +00

Partie B. Etude d’une fonction
1) e Dérivée.
La fonction f est dérivable sur R en tant que produit de fonctions dérivables sur R. De plus, pour tout réel x,

f'ix)=Txe ™+ (x+1)x (=) xe*=e*—(x+1)e*=(1—x—1)e* =—xe ~.

e Signe de f’ et sens de variation de f.

Pour tout réel x, on a e > 0. On en déduit que pour tout réel x, f'(x) est du signe de —x. Par suite, la fonction f’ est
strictement positive sur ] — 0o, 0[, strictement négative sur ]0, +oo[ et s’annule en 0. On en déduit que la fonction f est
strictement croissante sur ] — 0o, 0] et strictement décroissante sur [0, +ool.

e Limite de f en —c0.

Ona lim (x+1)=—-occet lim e *= lim eX=4oco. Parsuite, lim f(x)= lim (x+ 1)e ™ = —c0.
X— —00 X— —00 X— +o0 X— —00 X— —00
e Limite de f en +oo.
Pour tout réel x, on a f(x) = xe *+e *. Or lir+n e X = Xlim eX = 0 et d’autre part, d’aprés le théoréme de croissances
x— +00 — —00
comparées rappelé dans la partie A, lim xe * =0. On en déduit que lim f(x) = lim xe *4e *=0.
X— 400 X— 400 X— 400
e Tableau de variation de f.
X —00 0 400
f/(x) + 0 -
1
f / \
—od 0
2)
1
-2 1 1 2
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Partie C. Etude d’une famille de fonctions
1) a) Pour tout réel x, on a fo(x) = (x + 1)e® = x + 1. fy est donc une fonction affine.

b) Les abscisses des points d’intersection de %, et %7 sont les solutions de ’équation fo(x) = f1(x). Or, pour tout réel x,
folx) =filx) &x+1=x+1)e*& (x+1)(e*=1)=05x+1=00ue*—1=0&5x=—Toux=0.

Maintenant, fo(—1) = f1(=1) =0 et fo(0) = f1(0) = 1. Par suite

Les points d’intersection de %y et 47 sont les points A(—1,0) et B(0,1).

Soit k un entier relatif. fi(xa) = fi(—1) = (=1 +1)e™* =0 =ya et fr(xg) = (0) = (0+1)e® =1 =yg. Donc

Les points A(—1,0) et B(0, 1) appartiennent a toutes les courbes %%, k € R.

2) Etudions le signe de (x + 1)(e* — 1) dans un tableau.

X —00 —1 0 +o0
x+1 - 0 + +
e —1 — - 0 +
(x+1)(e*—=1) + 0 - 0 +

Soit k un entier relatif. La position relative de %% et €x+1 est fournie par le signe de fy41(x) — fi(x) suivant les valeurs
de x. Or pour tout réel x,

fier1 (%) = fie(x) = (x +1)eFDX — (x4 T)ek* = (x + 1)e* x e — (x + 1) = (x + 1) (e* —1)e*

Comme pour tout réel x, on a e > 0, fi11(x) — fr(x) est du signe de (x + 1)(e* — 1) pour tout réel x. Ce signe a été
étudié plus haut et on en déduit que

pour tout entier relatif k, %1 est strictement au-dessus de %k sur ] — oo, —1[ et sur ]0, +ool,
strictement au-dessous sur 10, 1[, et enfin %} et k41 se coupent aux points A(—1,0) et B(0,1).

3) Soit k un entier relatif non nul. fy est dérivable sur R en tant que produit de fonctions dérivables sur R et pour tout
réel x

fix)=Txe™+(x+1) xkxe™=(1T+k(x+1))e"* = (kx+ k+ 1)e*

Pour tout réel x, on a e** > 0. Par suite, pour tout réel x, i (x) est du signe de kx + k + 1. Le signe d’une fonction affine
étant connu, on en déduit le tableau de variations de f suivant les valeurs de k :

k<0 k>0
X —00 —(k+1)/k +o0 X —00 —(k+1)/k +o0
f{c(x) + 0 — f{Q(x) — 0 +
—(k+T1)
fk \ /
fre / \ e (k+1)
K
k+1 k+1 e~ (k+1)
LI R (S L —(k+1)/% — _
f( k) ( ' +1) .

4) & et .F sont dans le cas k < 0 et d’aprés la partie B, & = ¢_1. Donc % = %€_3.
Ensuite, %> est strictement au-dessus de %7 sur ]0, +oo[ et donc # = %> et # = 67.

E=F1,F=%_3, =% ¢t X =%>.
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Graphique.
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Partie D. Calcul d’une aire plane

1) Soit A > 0 Les deux fonctions u : x = x+1etv : x — —e ™ sont définies et dérivables sur le segment [0, A] et pour
tout réel x de [0,A], u'(x) =1 et v/(x) = e . De plus, les fonctions 1’ et v/ sont continues sur le segment [0, A]. On peut
donc effectuer une intégration par parties et en posant

on obtient

A A

A
J (x+1e X dx=[(x+1) x (—e*")}g —J' ITx(—e ) dx=—A+1e*+(0+1)e° +J' e % dx
0 0 0
= A+ De M1+ [e Xy =—A+De P+ 1+ (e P+ 1) =2— (A+2)e .
A
Pour tout réel strictement positif A, J' f(x) dx =2— (A +2)e .
0

2) Pour tout réel A, on a &/(A) =2 —Ae * —2e~*. Or, lim Ae»=0et lim e =0.Donc

A— 400 A— 400

lim /() = 2.

A— 400

La fonction f est continue et positive sur le segment [0, 1]. Donc &/ (A) est aire du domaine du plan compris entre les

droites d’équation x = 0 et x = A, I’axe des abscisses et la courbe représentative de f, exprimée en unités d’aires.

\ lim @7 (A) est donc laire du domaine infini compris entre ’axe des abscisses, ’axe des ordonnées et la courbe représen-
—+0o0

tative de f.

L’aire du domaine infini compris entre ’axe des abscisses, I’axe des ordonnées et la courbe représentative de
b
est égale & 2 unités d’aire.
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