EXERCICE 4 (7 points)

1) Restitution organisée de connaissances.

X

. . . . €
L’objet de cette question est de démontrer que lim — = +o.

At X
On supposera connus les résultats suivants :
e la fonction exponentielle est dérivable sur R et est égale a sa fonction dérivée ;
o =1 ;
e pour tout réel x, on a e* > x.
e Soient deux fonctions ¢ et y définies sur I’intervalle [A, +oo[ ou A est un réel
positif.
Si pour tout x de [A, + oo[ w(x) < p(x)etsi ){1_1}111“o w(x) =+ alors ,IHIL @(x)=+o0.
2

a) On considére la fonction g définie sur [0,+o[ par g(x)=¢" - x?

Montrer que pour tout x de [0,+o0[ , g(x) > 0.

b) En déduire que lim € e

X—>+00 X

2) Onappelle /" la fonction définie sur [0,+oo[ par f(x)= %x e—g .
On appelle C sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O ; 7, 7).
La courbe C est représentée en annexe page 6.
a) Montrer que fest positive sur [b, +o0[ .
b) Déterminer la limite de f'en+ o . En déduire une conséquence graphique pour C.

c) Etudier les variations de fpuis dresser son tableau de variations sur [0, o[ .

3) On considére la fonction F définie sur [0, +oo[ par F(x)= _‘: f(®)de.

a) Montrer que F est une fonction strictement croissante sur [0, +oof .

b) Montrer que F'(x)=1- e ? _32‘_6‘ 2,
c¢) Calculer la limite de F en + oo et dresser le tableau de variations de F sur [0, +oo] .

d) Justifier I’existence d’un unique réel positif « tel que F(a) =0,5.

A Iaide de la calculatrice, déterminer une valeur approchée de o a 107 prés par
exces.

4) Soit » un entier naturel non nul. On note 4, I’aire, en unités d’aire, de la partie du plan
située entre I’axe des abscisses, la courbe de fet les droites d’équations x = 0 et x = .

Déterminer le plus petit entier naturel n tel que 4, >0,5.
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ANNEXE

Cette page ne sera pas a remettre avec la copie.
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EXERCICE 4

1) Restitution organisée de connaissances.

a) La fonction g est dérivable sur [0,+oo[ en tant que somme de fonctions dérivables sur [0, +ool et pour x € [0, 400,
g’(x) = e* —x. Pour tout réel x, on a e* > x et donc la fonction g’ est positive sur [0, +oo[. On en déduit que la fonction
g est croissante sur [0, 400 et admet donc un minimum en 0 égal & g(0) ou encore 1. Puisque 1 est positif, on en déduit
finalement que la fonction g est positive sur I'intervalle [0, ool

Pour tout réel x de [0, +oo[, g(x) > 0.

2 X
X e X X
b) Soit x > 0. Puisque g(x) > 0, on a e > — puis — > —. Maintenant, comme lim = = 400, on a montré que
2 X 2 x—+00 2
eX
lim — = 4o0.
Xx—+00 X
: 1 _x LT .
2) a) Soit x > 0. On a ZX > 0et e 2 > 0. Par suite, er 2 > 0. Finalement,
la fonction f est positive sur [0, +ocol.
1, x & .
b) Pour x > 0, on a f(x) = —z(—ze_f) et donc d’aprés un théoréme de croissances comparées

. . 1 X _x . 1 X
Lt = D mylmge )= lim Xt =0

On en déduit que I'axe des abscisses est asymptote & la courbe C en +oo.

c¢) La fonction f est dérivable sur [0, 4o00[ en tant que produit de fonctions dérivables sur [0, 400 et pour x > 0 on a

—_—

]e*
2

(] — E)e*% =

2 g(Z*X)eii.

N

£/(x) = )=

(Ixe 2 4+xx(—

ENgIR.
ENgIR.

] X
Pour tout réel positif x on a e~z > 0. Par suite, pour x > 0, f/(x) est du signe de 2 — x.

1 1 1 1
Comme f(2) = 1 x2e ! = 5 X P on en déduit le tableau de variations de la fonction f
X 0 2 +00
f/(x) + 0 —

3) a) Le fonction f est continue sur [0, +oo[. Donc la fonction F est définie et dérivable sur [0,4oo[ et de plus F/ = f.
D’aprés la question 2)a), la fonction f est positive sur [0, +oo[ et méme, plus précisément, f est strictement positive sur
10, +oo[. On en déduit que

la fonction F est strictement croissante sur [0, +ool.
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Par suite, la fonction F; est une primitive de la fonction f sur l'intervalle [0, +oo[. Mais alors, pour x > 0,

Fix) = J:fm dt =R (U] = F1(0) = F1(0) = Fy(x) = (1= ) =Fy(x) =T —e % = Ze %,

Pour tout réel x de [0, +oo[, F(x) =1—e" % —

. _x . < R . . . X _x .
¢) lim e 2 = lim eX =0 et d’aprés un théoréme de croissances comparées, lim —=e 2 = lim Xe* =0. Donc
x— 400 X— —00 x—+oo 2 X— —o00

lim F(x)=1.

X— +00

d) F est continue et strictement croissante sur lintervalle [0,4o0o[. On sait alors que pour tout réel k de lintervalle
[F(0), 11111 F(x)[ ¢’est-a-dire 'intervalle [0, 1], I’équation F(x) = k admet une solution et une seule dans 'intervalle [0, +o0o].
X— +00

En particulier, ’équation F(x) = 0,5 admet une solution et une seule dans I'intervalle [0, +oo[, solution que ’on note «.

La machine fournit F(3,35) = 0,49... et F(3,36) = 0,50.... Comme F(a) = 0,5, on a donc F(3,35) < Fa) < F(3,36).
Comme F est strictement croissante sur [0, +oo[, on en déduit que 3,35 < « < 3,36. Finalement

oo = 3,36 4 1072 prés par excés. I

4) Soit n un entier naturel non nul. Puisque la fonction f est positive sur [0,n], on a

An = Jn f(t) dt = F(n).
0

Puisque la fonction F est strictement croissante sur [0, +oo],
esin <3, F(n) <F3)<F®3,3) <Fla)=0,5
esin>4, F(n) >F4) >F3,36) > Fla) =0,5.

Donc
le plus petit entier n tel que A, > 0,5 est 4. I

J/

Q4
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