EXERCICE 3 (5 points)

On considére la fonction g définie sur 0, +oo[ par g(x)= Inx —- 2
x

On donne ci-dessous le tableau de variation de g.

x 0 23 x 24 + o

/+w
g /vo

— 00

Démontrer toutes les propriétés de la fonction g regroupées dans ce tableau.

S5lnx

Soit f la fonction définie sur )0, +oo [ par f(x)=

10 | . . .
a) Démontrer que f (x,)=— ou x, est le réel apparaissant dans le tableau ci-dessus.
Xo

b) Soit a un réel. Pour a > 1, exprimer Ila f(t)dt en fonction de a.

On a tracé dans le repére orthonormal (O ; i, ) ci-dessous les courbes représentatives des
fonctions fet g notées respectivement (Cy) et (Cy).

On appelle / le point de coordonnées (1,0), P, le point d’intersection de (C,) et de I’axe des
abscisses, M, le point de (Cy) ayant méme abscisse que P,, et H, le projeté orthogonal de M,
sur I’axe des ordonnées.

On nomme Z; le domaine du plan délimité par la courbe (C)) et les segments [IP,] et

[P oMo].

On nomme %, le domaine du plan délimité par le rectangle construit & partir de [OI] et
[OH)].

Démontrer que les deux domaines Z; et &, ont méme aire, puis donner un encadrement
d’amplitude 0,2 de cette aire.
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EXERCICE 3

1. e gest dérivable sur ]0, ool en tant que somme de fonctions dérivables sur ]0, +oo[ et pour x réel strictement positif,

1 2 x+2
o'x) =~ + 5 =27".
X

X x2

g’ est strictement positive sur ]0, +oo[ et donc

g est strictement croissante sur ]0, +ool.

2
e limlnx =—o0 et lim —— = —o0. Donc
x—0 x—0 X
x>0 x>0
lim g(x) = —oo.
x—0
x>0

2
lim Inx =+ocoet lim —— =0. Donc
X— +00 X— +00 X

lim g(x) = 4oo0.

X— +o00

e g est strictement croissante sur ]0,+oo[. Donc g s’annule au plus une fois sur ]0, 4+ool.

g est continue et strictement croissante sur [2,3;2 4]. De plus g(2,3) = —0,03... et g(2,4) = 0,04.... Donc 0 appartient &
Iintervalle [g(2,3), g(2,4)]. On en déduit que g s’annule une fois et une seule sur U'intervalle [2,3;2,4] en un réel noté xo.
Finalement

La fonction g s’annule une fois et une seule sur ]0, +oo[ en un réel noté xo.
De plus, 2,3 < xo < 2,4.

2
2. a) L’égalité g(xo) = 0 s’écrit encore In(xp) = —. Par suite,

X0
2
Sluxe  “xg 10
f(Xo): Xo = Xo :g

a
1
b) Soit a un réel strictement supérieur a 1. f est continue sur [1, a] et donc J f(t) dt existe. De plus (¥ Int est du type

1

1
u’.u avec u = Int et une primitive de u’.u est zuz)

a @ 1 @
J f(t) dt:SJ —.1ntdt_5{—ln2t} =-In?a

pour tout réel a strictement supérieur a 1, J

3. L’abscisse du point Py est le réel xo défini en 1. Puisque f est positive sur [1,x0], laire «; du domaine %2 exprimée
en unités d’aire est [7° f(t) dt. D’aprés la question 2.b), on a

2
5 5/(2 10
i =Inxo==(=) =—.
1T TS (xo) X2
Mais d’autre part, en notant o aire du domaine 2, exprimée en unités d’aire, on a d’apreés la question 2.a),

10
x3

%221 Xf(Xo)Z
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Finalement

10
Ensuite, d’apreés la question 1, on a 2,3 < xo < 2,4. On en déduit que 5,29 < x(z) <5,76 puisque 1,73... < — < 1,89...
X

0
Finalement, on obtient un encadrement de .77 d’amplitude 0,2 :

1,7< o < 1,9. I
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