
EXERCICE 2 (5 points )

Commun à tous les candidats

On considère les suites(un) et (vn) définies, pour tout entier natureln non nul, par :

{

u1 = 1

un = un−1 +
1

n
pourn ≥ 2

et vn = un − ln n pourn ≥ 1.

1) a)Calculeru2, u3 etu4.

b) Montrer que, pour tout entier natureln non nul :un =

n
∑

k=1

1

k
.

2) a)Montrer que, pour tout entier naturelk non nul :
1

k + 1
≤

∫

k+1

k

1

x
dx ≤

1

k
.

b) En déduire que, pour tout entier naturel supérieur ou égal à2, on a les inégalités suivantes :

un − 1 ≤ ln n ≤ un −
1

n
et 0 ≤ vn ≤ 1.

3) a)Montrer que, pour tout entier natureln non nul :vn+1 − vn =
1

n + 1
−

∫

n+1

n

1

x
dx.

b) En déduire le sens de variation de la suite(vn).

4) Montrer que la suite(vn) converge. On noteγ la limite de la suite(vn) (on ne cherchera pas à
calculerγ). Quelle est la limite de la suite(un) ?
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EXERCICE 2

1◦) a) u2 = u1 +
1

2
= 1 +

1

2
=

3

2
. u3 = u2 +

1

3
=

3

2
+

1

3
=

11

6
. u4 = u3 +

1

4
=

11

6
+

1

4
=

22 + 3

12
=

25

12
.

u2 =
3

2
, u3 =

11

6
et u4 =

25

12
.

b) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, un =

n∑

k=1

1

k
.

• Quand n = 1, on a u1 = 1 =
1

1
=

1∑

k=1

1

k
. L’égalité à démontrer est vraie quand n = 1.

• Soit n ≥ 1. Supposons que un =

n∑

k=1

1

k
. Alors

un+1 = un +
1

n + 1
=

n∑

k=1

1

k
+

1

n + 1
= 1 + . . . +

1

n
+

1

n + 1
=

n+1∑

k=1

1

k
.

On a montré par récurrence que

pour tout entier naturel non nul n, un =

n∑

k=1

1

k
.

2◦) a) Soit k un entier naturel non nul. L’intervalle [k, k + 1] est contenu dans l’intervalle ]0, +∞[ et donc la fonction

x 7→ 1

x
est décroissante sur l’intervalle [k, k + 1]. On en déduit que

pour tout réel x de l’intervalle [k, k + 1], on a
1

k + 1
≤ 1

x
≤ 1

k
.

Par croissance de l’intégrale on a alors

∫k+1

k

1

k + 1
dx ≤

∫k+1

k

1

x
dx ≤

∫k+1

k

1

k
dx.

Enfin

∫k+1

k

1

k + 1
dx =

1

k + 1
(k + 1 − k) =

1

k + 1
et

∫k+1

k

1

k
dx =

1

k
(k + 1 − k) =

1

k
. On a montré que

pour tout entier naturel non nul k,
1

k + 1
≤

∫k+1

k

1

x
dx ≤ 1

k
.

b) Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. D’après la question a), on a

1

2
≤

∫2

1

1

x
dx ≤ 1

1

3
≤

∫3

2

1

x
dx ≤ 1

2
...

...
...

1

n − 1
≤

∫n−1

n−2

1

x
dx ≤ 1

n − 2
.

1

n
≤

∫n

n−1

1

x
dx ≤ 1

n − 1
.
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On additionne membre à membre ces encadrements. On obtient

1

2
+

1

3
+ . . . +

1

n
≤

∫2

1

1

x
dx +

∫3

2

1

x
dx + . . . +

∫n

n−1

1

x
dx ≤ 1 +

1

2
+

1

n − 1
.

Le premier membre de cet encadrement s’écrit 1+
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
−1 et vaut un −1. Le dernier membre de cet encadrement

s’écrit 1 +
1

2
+

1

3
+ . . . +

1

n − 1
+

1

n
−

1

n
et vaut un −

1

n
. Enfin, d’après la relation de Chasles,

∫2

1

1

x
dx +

∫3

2

1

x
dx + . . . +

∫n

n−1

1

x
dx =

∫n

1

1

x
dx = ln(n).

On a montré que

pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, un − 1 ≤ ln(n) ≤ un −
1

n
.

Soit de nouveau n un entier supérieur ou égal à 2. L’encadrement précédent se réécrit successivement un − 1 ≤ ln(n) et

ln(n) ≤ un −
1

n
puis un − ln(n) ≤ 1 et

1

n
≤ un − ln(n) ou encore vn ≤ 1 et

1

n
≤ vn ou enfin

1

n
≤ vn ≤ 1. Comme

1

n
≥ 0,

on a montré que

pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, 0 ≤ vn ≤ 1.

On note que cet encadrement reste vrai pour n = 1 car v1 = 1 − ln 2 ∈ [0, 1].

3◦) a) Soit n un entier naturel non nul. Par définition de la suite (un), on a un+1 = un +
1

n + 1
et donc

vn+1 − vn = (un+1 − un) − (ln(n + 1) − ln(n)) =
1

n + 1
− [ln(x)]

n+1

n =
1

n + 1
−

∫n+1

n

1

x
dx.

Pour tout entier naturel non nul, vn+1 − vn =
1

n + 1
−

∫n+1

n

1

x
dx.

b) D’après la question 2◦)a), si n est un entier supérieur ou égal à 1, on a
1

n + 1
≤

∫n+1

n

1

x
dx et donc

1

n + 1
−

∫n+1

n

1

x
dx ≤

0. Ainsi, pour tout entier naturel non nul n, on a vn+1 − vn ≤ 0 et donc

la suite (vn) est décroissante.

4◦) D’après la question précédente la suite (vn) est décroissante et d’après la question 2◦)b) la suite (vn) est minorée par
le réel 0. On sait alors que

la suite (vn) converge.

Pour tout entier naturel non nul n, on a un = ln(n)+ vn. Or quand n tend vers +∞, ln(n) tend vers +∞ et vn tend vers
γ. On en déduit que

lim
n→+∞

un = +∞.
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