EXERCICE 2 (5 points)

Commun a tous les candidats

On considére les suités,,) et (v, ) définies, pour tout entier naturelnon nul, par :

U1 =1
1 et v, = u, — Inn pourn > 1.
Uy = Up_1 + — POUrn > 2
n

1) a)Calculerus, us etuy.

: "1
b) Montrer que, pour tout entier naturelnon nul :u,, = Z i
k=1

x| =

. 1 k+1 1
2) a)Montrer que, pour tout entier naturehon nul :k:—+1 < / —dr <
k X

b) En déduire que, pour tout entier naturel supérieur ou égaba a les inégalités suivantes :

1
U, — 1 <Inn<wu, — — et 0<v, <I.
n
1 n+1 1
3) a)Montrer que, pour tout entier naturelnon nul :v,, .1 — v, = 1 / — dx.
n n T

b) En déduire le sens de variation de la suitg).

4) Montrer que la suitév, ) converge. On note la limite de la suitgv,,) (on ne cherchera pas a
calculery). Quelle est la limite de la suite:,,) ?



EXERCICE 2

19) a) w = LI SN S 11 1 243 25
wEm A=ty TwRITIT I i"% "3z T

n
1
b) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, u,, = Z X
k=1
1
1 T )

eQuandn=1,onauw =1= 7= Z x L’égalité a démontrer est vraie quand n = 1.

k=1

U
e Soit n > 1. Supposons que u,, = ]; X Alors

SRV R ol S B R B
Untl =Un T2 _k:]k n+1 T n o n41 '

On a montré par récurrence que

pour tout entier naturel non nul n, u,, = E

k=1 k

2°) a) Soit k un entier naturel non nul. L’intervalle [k,k + 1] est contenu dans intervalle ]0,4oo[ et donc la fonction

1
x — — est décroissante sur l'intervalle [k, k + 1]. On en déduit que
X

1 1 1
6 ] < -< —.
pour tout réel x de l'intervalle [k,k + 1], on a 1 Sx 5%
Par croissance de l'intégrale on a alors
k41 1 k41 1 k+1 1
J —dXSJ —dXSJ — dx.
k k + ] x X X k
k41 1 1 1 k41 1 1 1
Enfin Jk o dx = k—_H(k+1 —k) = o~ et Jk > dx = E(kJr] —k) = - On a montré que
k+1 1 1
pour tout entier naturel non nul k, —— < J —dx < —.
k+1 K X k

b) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. D’apreés la question a), on a

1 < 1dx <1

2 J1 X

1 31 1

_ < —d < =

3 _‘JzX x -2
n-—] :

LI T <1

n—1 ~ JL2x —n-2
mn

l < — dx <L

n T o1 x “n—1
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On additionne membre & membre ces encadrements. On obtient

11 T2 1 o 1 1
sts+...+ == —dx+ | —dx+...+ —dx <1+ -+ —-.
2 3 n 1 X 2 X no X 2 n-—1
. A 11 :
Le premier membre de cet encadrement s’écrit 1+z + 3 +.. .+E —1 et vaut u, — 1. Le dernier membre de cet encadrement
1 1 1 1 1 1
sécrit 1+ -4+ -+4+...+ —— + — — — et vaut u,, — —. Enfin, d’aprés la relation de CHASLES,
2 3 n—-1 n n n
2 ] 3 n -I n
J —dx—i—J —dx + .—|—J —dx:J — dx =In(n)
1 X 2 n-1% 1 X

On a montré que

1
pour tout entier naturel n supérieur ou égal 4 2, u, — 1 <In(n) <u, — —.
n

Soit de nouveau n un entier supérieur ou égal a 2. L’encadrement précédent se réécrit successivement u, — 1 < In(n) et

1 1 1
In(n) <u,—— puisup, —In(n) <1et — <u, —In(n) ou encore v, <1 et — <vy ouenfin — <v, <1. Comme — > 0,
n n n n n

pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, 0 <v,, < 1. I

On note que cet encadrement reste vrai pour n =1carvi =1—1n2 € [0, 1].

on a montré que

1
3°) a) Soit n un entier naturel non nul. Par définition de la suite (un), on a Unt1 =un + — et donc
v —vn = (u —u )—(1n(n+1)—1n(n))—L—[In(x)]“ﬂ —L—Jmﬂldx
n+1 n — n+1 n _Tl‘l'] n _Tl-i-] N X :

Pour tout entier naturel non nul, viy41 — v, = ——

-I n+1 n+1 ]
b) D’aprés la question 2°)a), si n est un entier supérieur ou égal a 1, on a < J — dx et donc fJ' —dx <
n X n+1 J, x

3
+

0. Ainsi, pour tout entier naturel non nul n, on a v4+1 — v, < 0 et donc

la suite (vy,) est décroissante.

4°) D’aprés la question précédente la suite (v, ) est décroissante et d’aprés la question 2°)b) la suite (v,,) est minorée par
le réel 0. On sait alors que

la suite (vy,) converge.

Pour tout entier naturel non nul n, on a u, = In(n) +vy,. Or quand n tend vers +o00, In(n) tend vers +oco et vy, tend vers

v. On en déduit que
lim u, =+o. I
n— 400
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