EXERCICE 3 (5 points )

(Commun a tous les candidats)

1.

La figure ci-contre représente un cube
ABCDFEFGH d’aréte 1.

On désigne par [ et J les milieux respectifs

|

|

|

|

|

F — G

|

des arétes [BC] et [C'D]. !
|

|

Soit M un point quelconque du segment [C'E]. Af——q-nf-——- D
/ I

Dans tout I’exercice, on se place dans le ) / \ J
N / / \
repere orthonormal (A; AB,AD, E) . / I \

a. Donner, sans justification, les coordonnées des points C', F/, [ et J.

b. Justifier ’existence d’un réel ¢ appartenant a I’intervalle [0; 1], tel que les coordonnées du
point M soient (1 — ;1 —¢;¢).

a. Démontrer que les points C' et £ appartiennent au plan médiateur du segment [/.J].
b. En déduire que le triangle M [.J est un triangle isocele en M.

c. Exprimer /M? en fonction de t.

Le but de cette question est de déterminer la position du point M sur le segment [C'E| pour
laquelle la mesure de 1’angle /M J est maximale.
On désigne par ¢ la mesure en radian de I’angle M J.

a. En admettant que la mesure # appartient a ’intervalle [0; 7], démontrer que la mesure 6 est

. . (0 .
maximale lorsque sin 2 est maximal.

b. En déduire que la mesure est maximale lorsque la longueur / M est minimale.

c. Etudier les variations de la fonction f définie sur I’intervalle [0; 1] par :

1
f(t) =3t —t+

d. En déduire qu’il existe une unique position M, du point M sur le segment [EC] telle que la
mesure de I’angle /M J soit maximale.

e. Démontrer que le point M est le projeté orthogonal du point 7 sur le segment [EC].
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EXERCICE 3

1) a) Dans le repére, (A AB,AD /ﬁ) ona C(1,1,0), E(0,0,1), 1(1,%, > ot ] <1,1,o>

b) Le point M est un point du segment [CE]. Donc il existe un réel t appartenant a [0, 1] tel que M = bar{C(1 —t), E(t)}
puis

(1T —1t)xc + txg

o XM = =1T—-t)x14+tx0=1-14,

+(1-1)
(I =tyc+tye B
o ym = 01 =1-txT+tx0=1-t,
~ (T—=t)zc +tzg B
oy = 00 =1—-t)x0+tx1=t.

En résumé,

il existe un réel t € [0, 1] tel que les coordonnées de M soient (1 —t,1 —t,t).

2) a) On rappelle que C(1,1,0), E(0,0,1), I (1,%, ) et ] (],1,0>

2
o CI=/(x1 —xc)? + (ur —yc)? + (z1 — zc)? \/(11) <%1> +(0—0)2 %
2
-c1=wx]—xC)2+(y1—yc)2+(z]—zd2=\/(%—1) PO r0-0p =1

Donc CI = CJ et C appartient au plan médiateur du segment [I]].

De méme,

2
. EI=wxl—xE)ZwI—yE)2+(zI—zE)2=\/(1 —o+ (3-0) +0-12=7 -

2
. EJ=wm—xE)2+(y1—yE)2+(z]—zE)2=\/(%—O) FO-07 012 =y /7 =

Donc EI = EJ et E appartient au plan médiateur du segment [I]].

b) Puisque les points C et E sont dans le plan médiateur, le segment [CE] tout entier est contenu dans ce plan et en
particulier le point M est dans le plan médiateur du segment [IJ] ce qui signifie que MI = MJ ou encore

le triangle MIJ est isocéle en M. I

1\* 1 :
M2 = (xn = x0)2 + e P (o =21 = (=017 (1= 3 ) =02 =26+ (5]

1 1
=224+t —t+ - =32 —t+-.
+ +32 +3

Pour tout réel t de [0,1], IM? =3t2 —t + —.

0 0 s
3) a) 0 est maximal si et seulement si 5 est maximal. Puisque 0 € [0, 7, 5 € [O, z} Maintenant, la fonction sinus est

U 0
croissante sur l'intervalle [O, z} et donc 5 est maximal si et seulement si sin z) est maximal. En résumé, 0 est maximal

0
si et seulement si sin (z) est maximal.
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b) Notons H le milieu du segment [IJ]. Puisque le triangle MIJ est isocéle en M d’aprés la question 2)b), la droite (MH)
est aussi la hauteur issue de M du triangle MIJ. Ainsi, le triangle MHI est rectangle en H.

Dans ce triangle, on a

A L H IJ V2IC V2 1
sin| = | =sin (IMH) =— = = = = .
2 IM 2IM 2IM  4IM 22 IM

0
Quand IM est minimal, sin (—>

0
> est maximal et quand sin <§> est maximal, IM = ——————— est minimal.

2v/2sin (g)

L’angle I/NT] est maximal si et seulement si la distance IM est minimale. I

¢) La fonction f est dérivable sur [0, 1] et pour tout t € [0, 1],

1
2V2 IM

En résumé,

f'(t) =6t—1.
. . L 1 . . 1
Donc la fonction f est strictement décroissante sur |0, 3 et strictement croissante sur 3 1.
1
d) D’aprés la question 2)c), f(t) = IM?. D’aprés la question précédente, f(t) est minimal si et seulement si t = ¢ cequi

correspond & une unique position Mo du point M sur le segment [CE].

Il existe une unique position My du point M sur le segment [CE] tel que I/\Nl] soit maximal.

1 11 551
e) Le point My a pour coordonnées <1 — =1 > ou encore <g, > Par suite,

6 66 6’6
— 5 5 1 1 12 1
IMO.E?z(5—1)(1—0)+(g—§)(1—0)+<E—o)(o-1)=—g+g—g=o.

Donc le point Mgy appartient au segment [EC] et la droite (IMy) est perpendiculaire au segment [EC] ou encore

le point My est le projeté orthogonal du point I sur le segment [EC].

http ://www.maths-france.fr 5 © Jean-Louis Rouget, 2011. Tous droits réserveés.



