EXERCICE 2 (5 points )

(Candidats n’ayant pas suivi I’enseignement de spécialité)
On se propose dans cet exercice, d’étudier des propriétés d’un solide de 1’espace.

, ‘s . - —
L’espace est rapporté a un repere orthonormal (O, t,79,k

On considere les points A (3 ;4 ;0); B(0;5;0)etC (0;0;5).
On note / le milieu du segment [AB].

— = —
1. Faire une figure ou 1’on placera les points A, B, C' et I dans le repere (O, 1,7,k ) .

2. Démontrer que les triangles OAC et O BC' sont rectangles et isoceles.
Quelle est la nature du triangle ABC'?

) 15 45 45
3. SOltH<1—97E71—9)

a. Démontrer que les points H, C' et I sont alignés.
b. Démontrer que H est le projeté orthogonal de O sur le plan (ABC).

c. En déduire une équation cartésienne du plan (ABC').

4. Calculs d’aire et de volume
a. Calculer I’aire du triangle O AB. En déduire le volume du tétracdre OABC.
b. Déterminer la distance du point O au plan (ABC).

c. Calculer I’aire du triangle ABC'.
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2) ¢ OA = /32 +42 = /25 =5 = OC et donc le triangle OAC est isocéle en O.
O—A>O? =3x0+4x0+0x5=0 et donc le triangle OAC est rectangle en O.

e OB=0C=5c¢et (ﬁ(ﬁ = 0. Donc le triangle OBC est rectangle et isocéle en O.

e On en déduit que AC = BC = OCyv/2 = 5v/2 et le triangle ABC est isocéle en C.

D’autre part, AB = /(xg —xa)2 + (ys —ya)? + (z8 —za)? = V12 + 32 = /10.

Comme V10 # 5v/2, le triangle ABC n’est pas équilatéral.

Comme ACv?2 =10 # /10 = AB, le triangle ABC n’est pas isocéle rectangle.

X X z z 39
3) a) Le point I a pour coordonnées A+ xB , YA +Ys , A +2p ou encore | =, =,0 .
2 2 2 2’2
7 —
Le vecteur CI a pour coordonnées (x; — xc, Y1 — Yc, 21 — ZC) OU encore (E’ 7 —5). D’autre part, le vecteur CH a pour

15 45 50

19
70" ﬁ’_ﬁ) On en déduit que ﬁ = mc_ﬁ Ainsi, les vecteurs a et C—]>-{ sont colinéaires et donc

les points H, C et I sont alignés. I

b) Les points C et I sont dans le plan (ABC). On en déduit que la droite (CI) est contenue dans le plan (ABC). Puisque
le point H appartient a la droite (CI), le point H est dans le plan ABC. D’autre part, le vecteur OH a pour coordonnées

coordonnées <

15 45 45
(ﬁ’ 7o ﬁ)’ le vecteur lﬁ a pour coordonnées (0,—5,5) et le vecteur /ﬂ%} a pour coordonnées (—3,1,0). Donc
— 15 45 45 — 15 45 45
omﬁ_ﬁ X0+ 22 x (-5)+ 12 x5 =0 et OH./ﬁ_ﬁ X (=3)+ 72 X T+ 72 x0=0.

Ainsi, la droite (OH) est orthogonale aux droites (BC) et (BA) qui sont deux droites sécantes du plan (ABC). On en
déduit que la droite (OH) est perpendiculaire au plan (ABC).

En résumé, le point H est dans le plan (ABC) et la droite (OH) est perpendiculaire au plan (ABC). Ceci montre que

le point H est le projeté orthogonal du point O sur le plan (ABC).
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c) Le plan (ABC) est le plan passant par B et de vecteur normal OH.
15 45 45
Une équation de ce plan est ﬁ(x—O) + ﬁ(y —5)+ ﬁ(z—O) =0 ou encore x+3(y—>5)+3z =0 ou enfin x+3y+3z=15.

Une équation cartésienne du plan (ABC) est x + 3y + 3z = 15.

4) Calculs d’aire et de volume.

3x5 15
a) La distance du point A au segment [OB] est x5 = 3 et donc l'aire du triangle OAB est >2< =5

Puisque la droite (OC) est perpendiculaire au plan (OAB), le volume du tétraédre OABC est

aire(OAB) x OC _ (15/2) x5 75

3 3 6

Le volume du tétraédre OABC est V = 7—65 I

b) 1ére solution. Puisque le point H est le projeté orthogonal du point O sur le plan (ABC), la distance de O au plan
(ABC) est la distance OH avec

2 2 2 2
o= (1) 4 (B3) 4 (B5) = [(B) 0a e - Bymromes

19 19 19 19
~15V/19 15

19 V19°

2éme solution. Une équation cartésienne du plan (ABC) est x + 3y + 3z — 15 = 0 et donc la distance du point O au plan
(ABC) est

0404015 15
VAP rA Y

15
La distance du point O au plan (ABC) est d = ——.
P plan (ABC) VAT
¢) On sait que V = w et donc
75 <3
. 3V & _5x15x3 V19 5V19
dlre(ABC) = ? = 15 = 7 % 3 X ]5 = > .
V19
L’aire du triangle ABC est > 219.
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