THEOREME DU POINT FIXE

Théoréme du point fixe
On peut remplacer I'hypothése"f : 1 — | contractante"

Soit | un intervalle fermé non vide.
par"f:1 — R contractanteettelleque f(I) O 1"

Soit f : 1 — | une application contractante sur I.
On rappelle que" f contractante sur | " signifie:
kO[O, [, O(x, ¥) 012 1f(y) = FI < Ky =X

Alors:

1) f admet un unigue point fixe ¢ dans|.

Uy O1

converge vers /.
OnON, Unyg = F(Un)

2) Oup O, lasuiteu: N — R définie par {

Démonstration :
Remarquons au préalable que, up étant dans | et | éant stable par f, la suite (u,) est bien définie et :
OnON,u, O

Existence d'un point fixe :

Montrons, par récurrence sur n [0 N, lapropriété :
O (N) < Junsz = Un] < K'ug = ug|

*  Onaévidemment O (0).
* MontronsquepourtoutnON, O (n)=>0(n+1):

Soit n O N. Supposons O (n). Alors:

f contractante O(n)
JUnwz = Unial = f(Uned) = fUD] < Kltwa = Ul < K™ = ol

D'ou (n+1).

Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :
OnON, O(N) : Unet = U < KUy — Ug|

Déduisons-en que (u,) est de Cauchy :
Soite O RY.

Soit (p, g) O N?avec q>p = 0.
Notonsr =q-p.

Ona:
p+r-1

z Uirg ~ U
i=p

p+r-1 p+r-1

< D lua-yls DK u -y
i=p i=p

|Ug = Up| = [Up+r = Up| =

p+r-1 r-

Oor: DK U=y [= K Jup = ugl DK
i=p

i=0

Et comme k [ [0, 1[, la série géométrique de terme général K' converge et est majorée par ﬁ .
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e kP
D'ou: ug — | <ﬁ|ul— Uo|

p
Et enfin, toujours parce que k O [0, 1] : 1k_k boog- 0
En conséquence :
kP
INON,OpON,(p=N > ﬁ|ul—uo|<s = Jug—Up| <€)

Ce qui prouve que la suite (u,) est de Cauchy.

Et comme R est complet, (u,) converge.

Notons £ salimite. Comme | est fermé, onas (1.
Or, f est continue en £ (puisque contractante sur 1) donc :
lim f(up) = f( lim uy)
n - +co n - +oo
lim Uni1 = f(f)
n - +oo
£=f(0)
On adonc prouvé que f admet un point fixe £ dans | et que (u,) converge vers £.

Unicité du point fixe :

Supposons : 0Ol f)=tetf(e)=4¢
Comme f est contractante sur | : If(0) = f(H < kle — 2
[ -2 < kie-2)
1-Kk-¢]<0
Or, kO[O0, 1], donc: k-£1<0
L=
Remarques:

* L'hypothese "l fermé" n'est 1a que pour assurer £ O |. Si on sait d& 3, par ailleurs, que ¢ O | (en pratique, on a
parfois déja calculé ¢ en résolvant I'équation f(¢) = £), cette hypothese devient inutile.

» Lethéoréme du point fixe ne sapplique pas s I'on remplace I'hypothése " f contractante sur | " par I'hypothese
"f 1-lipschitzienne sur | . Voici un contre-exemple :
| =[1, +oof fil = |

1
X X+ —
X

Soient x et y dans| avec x <.
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Comme f est croissante sur [1, +oo[, 0N a:

IFy) = Il < F(y) = FO) < y—x+ Xx'yy <y-x<ly-x

Ce qui prouve que f est 1-lipschitzienne sur 1.

Cependant f n'apas de point fixe sur I. (L'équation f(X) = x n'a pas de solution)

Exemple:
Etudier la convergence de la suite définie par :

UO D [_1, +°°[ ................... 3 .
Unsg =1+ U, |

On introduit I" application f définie sur [—1, +oo[ par :
Oxe R, f(xX) = v1+x

Point fixede f :

f)=X = V1+x=Xx = x>0et x¥*-x-1=0 = x=@= 1+f

On montre facilement que f est dérivable sur ]-1, +oo[, croissante sur [-1, +oo[, puis que :
f([~1, +eof) = [0, +oo[ T [-1, +oo]
L'intervalle | =[-1, +oo est donc stable et la suite (u,) est bien définie.

1

1
Deplus: xeRy, [f¥)|=—F——=< =
D’ apres |'inégalité des accroissements finis:

O(a, b) € Ry x R., |f(b) = f(&)] < %Ib-al

1. -
Donc f est 5 -lipschitzienne sur I, donc contractante sur |.

En outre : f(R,) =[1, +oo[ O R,
Donc R, est stable par f.
U OR,

Uper = \Il+ Un

Enfin, s up € [-1, O] dorsu; € R, et d’ aprés ce qui précéde, (u,) converge encore vers @.

D’ aprés le théoreme du point fixe, la suite (u,) définie par { converge donc vers .

ol 4
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