‘ SUITESNUMERIQUES \

1. Définition

1.1. D€finition

Une suite numérique est une fonction de N dans R, définie a partir d'un certain rang no 0 N.

La notation (u,) désigne la suite et u, désigne I'image de I'entier n (appelé encore terme d'indice n de la suite

(Un))-

2. Sens de variation (ou monotonie) d'une suite

2.1. Définition

Soit (u,) une suite de nombres réels. On dit que:

Lasuite (uy,) est croissante (a partir du rang ng) lorsgue u, < Un.; pour tout entier n = ng.

Lasuite (u,) est décroissante (a partir du rang ng) lorsque u, = U1 pour tout entier n > n,.

Lasuite (u,) est monotone (a partir du rang ng) s €lle est croissante ou décroissante a partir du rang ny.

Lasuite (u,) est stationnaire (ou constante a partir du rang ng) lorsque u, = up.; pour tout entier n = ng.

2.2. Troistechniques pour éudier la monotonie d'une suite:

2.2.1. Fonctionnelle : utilisable pour les suites du type u, = f(n).

2n% +1
Exemple: ==
n°+5
Considéronslafonction f définie sur ]O ; +oo[ par :
2x% +1
X) =
fx) 15
. 18x
Nous avons, pour tout x (1 ]0 ; +oo[ : f(x) = ——= >0
( 2
X +5)

Lasuite (uy,) est donc strictement croissante.
Enoutre, lim u,= lim f(X) =2 (fonction rationnelle).
N +oo X - +00

2.2.2. Algébrique

Exemple 1 : U,=2n+snn.
Etudions, pour tout entier n, le signe de la différence de deux termes consécuitifs::

Usr—Upy=2(n+1)+sinn+1)-2n-sinn=2+sin(n+1) —sinn

Or: -l1<sn(n+1l)<1l e -1<-snn<l1
donc -2<gnin+1)-snn<?2
Par conséquent : Uwi— U, =0

Lasuite (uy,) est donc croissante.

n

Exemple2: U, = 2 pourn =1

Lasuite (u,) atermes STRICTEMENT POSITIFS.

Evaluons, pour tout n > 1, lasituation du quotient de deux termes consécutifs par rapport a1 :
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Upeg o 2" xﬁzzx( ”JZ
Uy (n+1)2 2" n+

Recherchons sil existe des valeurs de I'entier n pour lesguelles le quotient ci-dessus est supérieur a1 :

2
M>1@(”J>1@L>i@\/§n>n+1a(\/§—1)n>1 -
u, n+ 2 n+l 2 V2-1>0

U
1> 1 o on> 42+1
un

Or n est un entier ; le quotient —™*1 est supérieur ou égal a1 si et seulement si n est supérieur ou égal a3.
un

Comme la suite (u,) est atermes positifs, il vient u,.; = u, pour n > 3.

Lasuite (uy,) est croissante pour n > 3.

Note: s I'on apronostiqué le résultat (avec une calculatrice par exemple), on peut alors rédiger une solution plus

courte: pourn > 3,ona:

1+ —<1+ l
3
n+l 4
R —
n 3
. o n 3 o, ..
Par passage al'inverse, il vient : n+1> 2 (inégalité entre nombres positifs)
n 2 9
En élevant au carré, il vient : ( ]J > —
n+ 16
n)?_ 18
D'ou: ZX( ]J>—>1
n+ 16

Méme conclusion que précédemment.
) 8 . , o
Notons, au passage, que puisgue Us = 3 est le plus petit terme de la suite, ona: (u,) minorée.

n

Exemple 3 : cas d'une suite définie par une somme: u, =1 + 2i2+ %+ ot izz ZF pour n > 1.
n
k=1
Ona, pour toutn O N : Uyt = Uy = — >0
. n+1 n (n+1)2

Donc (uy) est strictement croissante.

2.2.3. Par récurrence: pratique pour les suites du type un.q = f(Uy).

Soit (uy;) la suite définie par - {uo =16
Upt1 = \/I
Démontrons par récurrence que cette suite est décroissante.
On considere lapropriété [0 définie pour n O N par :
O@M):0< Uy < Uy
* Ona u;=4donc0 < u; < Uy, dou [0 (0). Donc O est initialisée au rang 0.

* Montronsque O est héréditaire a partir du rang O.
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Soit n O N. Supposons O (n) : 0 < Upi < Uy

Alors, par croissance de I'applicationt > Jt sur R, nous avons:

0 < Uy, < U,
0 < Unz < Unnp
D'oud (n+1).
Lapropriété [0 estinitialisée au rang O et héréditaire a partir du rang 0, donc d'apres le principe de raisonnement
par récurrence, elle est vraieatout rang n :
pour tout n = 0, on auy; < Uy

Lasuite (u,) est bien décroissante.

3. Suite majorée, suite minorée, suite bornée

3.1. Définition
Une suite (u,) est majorée lorsqu'il existe un réel M tel que u, < M pour tout entier n.
Une suite (u,) est minorée lorsgu'il existe un réel mtel que m < u, pour tout entier n.

Une suite (u,) est bornée lorsqu'elle est minorée et majorée.

3.2. Troistechniques:

3.2.1. Algébrigue : manipulation d'inégalités

N
-D" +
Exemple 1 : unzw,pournzl
n
Ona: 2<(-)"+¢dnn<2 e 0< ni2< 1(n=1)
D'ou: -2<Uu, <2
La suite (u,) est bornée.
1
Exemple 2 : U, = ZF pourn=1
k=1
Montrer que (u,) est majorée par 2.
1 1
En remarquant que, pour k > 2 : iz < 1 < —-=
k k(k-1) k-1 k
Ona:
n n
1
un:1+z—2<1+ 1 —1:1+1——:2—1<2
=k ~k-1 k n
-1
Exemple 3: Un = a
k=0 "

Montrer que (u,) est majorée par 3.

Montrons tout d'abord, par récurrence, la propriété [ , définie pour k O N, par :
0Kk > 21

e Onaévidemment O (1). Lapropriété O estinitialisée au rang 1.

* Montronsque O est héréditaire a partir du rang 1.
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Soit k O N". Supposons O (K) k> 2kt
Alorsona
(k+ 1)l =(k+1) xk > (k+1)2¢?
Et comme (k+1) > 2: (k+ 1)l > 2%
Cequi est O (k+1).
Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :

ki > 2 pour toutk > 1

n n
L _ 1 1
On peut donc écrire : u,=1+ H<1+ ZF
k=1 k=1
1 n
n n-1 k 1_(* n
e A
k:12 k=0 2 1-— 2
2
D'ou, en gjoutant 1 : u, <3
3.2.2. Fonctionnelle
2n? +1
Exemple: ==
n“+5

— +oo

On adgavu (plus haut) que (uy,) est croissante (pour n = 0) et lim u,=2.
n

1 A 1
Commeuozg,onendedwtque: g< U, <2
Lasuite (u,) est bornée.

3.3.3. Par récurrence
Exemple: Uy = 4/6+U, avec up=0

On considere lapropriété [0, définie pour n O N, par :
Omn:0<u, <3
» Par hypothese, onad (0). Lapropriété est initialisée au rang 0.
» Montronsque [0 est héréditaire a partir du rang O.
Soit n 0 N. Supposons [ (n) : O<u,<3
Alors, en gjoutant 6 : 6<6+u,<9

Par passage alaracine carrée (qui est une fonction croissante sur R.) :

J6< J6+u, <3

Donc : O<upw <3

Conclusion : pour tout entier n > 0, on a: O0<u,<3
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4. Suite convergente

4.1. Définition

On dit qu'une suite est convergente vers un réel £ (ou admet une limite finie £) lorsque tout intervalle ouvert |

centré en £ contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang.

Remarque : mathématiquement, une suite (u,) admet une limite finie £ lorsgque :
OeORY,INONtelque: (n>N = |u,— 4| <¢)

Autrement dit :

Pour tout réel € strictement positif, il existe un certain rang N tel qu'apartir decerangonait: £ —e<u,</+¢

Autrement dit :

Tout intervalle ouvert centré en £ contient tous les termes de la suite a partir d'un certain indice
Heureusement, nous disposons de théorémes (voir ci-dessous) pour prouver la convergence d'une suite dont
I'emploi est bien plus aisé que cette définition.

Il existe des suites qui ne convergent pas (on dit alors qu'elles divergent). Il y en a de deux types:
Celles qui ont une limiteinfinie : par exemple u, = n.
Celles qui n'ont pas de limite : par exemple u, = (=1)". (Uzp = 1 €t Uppeq = —1)

Notons que cette suite est bornée mais ne converge pas. Par contre, toute suite convergente est nécessairement
bornée.

4.2. Deux techniques pour montrer gu'une suite est conver gente:

4.2.1. Casdes suitesdu type u, = f(n) : lestheéor émes énonces sur les limites de fonctions s appliquent

|Si lim f(x) =¢dors lim u,=¢

X — +oo n- +oo

Exemples:

Avec |e théoréme des "gendarmes” : soit u, = pour n > 1. Etudions lalimite de la suite (uy)

Vn? +1
n

Ona: n<n?+1.
Enoutre, > + 1< (n+ 1)% (En effet, (n+ 1)2=n*+2n+1>n?+ 1 car 2n>2>0)
On adonc I'encadrement suivant : n?<n?+1<(n+1)>

Par passage alaracine (tous les membres sont positifs), il vient :
n<yn®+1<n+1

Puis en divisant par n (positif) : l<u,<1l+ %

Comme lim (1+ %) =1, on en déduit (théoréme des gendarmes) que lim u,=1.

n - +oo n- +oo

Avec les théorémes de comparaison : soit u, = n*(cos n — 2). Etudions lalimite de la suite (uy)

Comme-1<cosn<1lona:-3<cosn-2< -1, doncu, < -n*.

Or lim (-n*) = -0, d'ol lim u, = —oo. (On dit aors que lasuite (u,) diverge vers —)

n— +oo n- +oo
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Cas d'une suite définie par une somme: u, =1+

1
+ =+
3

N |-

Montrer que (u,) diverge vers +co.

On considéere lafonction f définie sur ]0 ; +oo[ par f(t) =Int.

Soit x [0 ]0; +oof. ConsidéronsI'intervalle | =[x ; x + 1]. Lafonction f est dérivable sur | et f'(t) = T
1 1 1 L o
Pourtoutt O =[x;x+1],0na: 1 < T < - (car lafonction inverse est décroissante sur | [1]0 ; +oo[)

=

Clest-a-dire: o <f'<s =surl.
x+1

x

D'apres I'inégalité des accroissements finis appliqué a f et en choisissant a = x et b = x + 1, nous obtenons:

1 1
—— < Inx+1)-Inx< =.
X+1 X

En particulier, pour tout entier k > 1, ona: %2 Ink+1) —Ink.

n n
On en déduit que u, = Z%> D In(k +1) ~Ink=In (n +1).
k=1 k=1

Or, lasuite (v,,) définie par v, =In (n + 1) est divergente vers +co. On en déduit par comparaison que (u,) diverge

également vers +o,

Exercice : I'affirmation "une suite qui diverge vers +oo est nécessairement croissante” est-elle vraie ?
Réponse : non ! Considérer : u, = (-1)" +n.

Ona, pour tout n O N : u, = -1+ n donc, par comparaison, (u,) diverge vers +co,

Cependant (up,) n'est pas croissante. En effet, pour tout n O N, on a:

+ + " -1 s nest pair
U =t = (D)™ +n+1-(-1)"-n= ()™ " { P

Q1+ +1=2(-1) " +1= , .
3 sinestimpair

Donc lasuite (u,) n'est ni croissante, ni décroissante.

Exercice : démontrer que les suites (sin n) et (cos n) divergent.

Supposons que la suite (cos n) converge versun certain réel £ 0 [-1, 1].

Delarelation cos’ n + sin® n = 1, on déduirait la convergence de la suite (sin n) vers + v1-/2

On sait que: cos(2n) = cos’ n - sin’n
En passant alalimite, on aurait : L=0-(1-10%
D'ou: 2°-£-1=0
{=1oul= 1
2
En outre, on sait que : sin(2n) =2cosnsinn
En passant alalimite, on aurait : V1-¢%2 =20 N1-17
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Vi-42(1-20=0

Ezlouézé
Laseule possibilité commune est £ = 1.
Mais on sait également que : cos(n+1)=cosnsinl-snncosl
En passant alalimite: fzfsinl—\/1—70051
D'ou: 1=sn1, cequiest absurdecar sin 1 < 1 (puisque 1 0 ]0, g[)

Donc les suites (cos n) et (sin n) divergent.

4.2.2. Suitesrécurrentes

On applique le théoreme suivant :

Théoréme (convergence monotone) :

1. Toute suite croissante et majorée converge.

2. Toute suite décroissante et minorée converge.

Démonstration : hors-programme (propriété de la borne supérieure)
Montronsle 1 (le 2 se faisant de maniére analogue)
Soit (u,) une suite croissante et majorée. Soit M un de ses mgjorants :

U, <M pourtout n 0N

L'ensemble{u, ; n O N} est une partie non vide et majorée de R. Notons £ sa borne supérieure. On adonc :
Oe O RY, Cho O N tel que: £ —g<u, </
Mais lasuite (u,) est croissante et majorée par £, on adonc :
OnON:(h=>ny = Uy < Uy <)
Dol : OeORY, o ONtelque: (n=ny = £ —e< U, <)

Et par passage alalimite (lorsque € tend vers 0) le théoréme des gendarmes permet d'affirmer que :

lasuite (u,) admet une limite et cette limite est £.

Notons que le théoreme n'indique pas vers quel réel la suite converge. (Ce réel est parfois tres difficile a
déterminer). On a cependant la propriété suivante :

u
Si f est continue et s (u,) est une suite récurrente définie par : { 0

un+]_ = f(un) .

Alors, salimite éventuelle ¢ est nécessairement solution de I'équation f(X) = X.

Exemples d'utilisation du théoréme :
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n
» Lasuite (u,) définie par u, = E — , pour n > 1 est croissante et majorée (voir plus haut) donc convergente.
k=1

(Salimite est difficile a déterminer, elle vaut %)

n
» Lasuite (u,) définie par u, = E a est croissante et majorée donc convergente. On montrera (vVoir sujet bac
k=0 "

blanc) que salimite est le nombre e.

5. Cas des suites du type u, = a" (suites géométriques de raison a et de premier terme ug = 1)

5.1. Théoreme

Lasuite (u,) définie par u, = a" posséde les propriétés suivantes::

s a>1, dors(u,) est strictement croissante et diverge vers +co

s a=1,aors(u,) est constante et converge vers 1

» s 0<ax1, dors(u,) est strictement décroissante et converge vers 0

s a=0,aors(u,) est constante et converge vers 0

e s -1<a<0,dors(u,) n'est ni croissante, ni décroissante (les signes aternent) mais (u,) converge vers 0

* s a< -1, dors(u,) n'est ni croissante, ni décroissante (les signes alternent) et (u,) diverge (pas de limite).

Démonstration : tous ces résultats se démontrent en écrivant |a|" = """ ¥ Jorsque a # 0.
Supposonsa > 0: danscecas, ona: a”=€&""? Posons, pour x O R, : f(X) =a* =" Ains : f'(X) =Ina e
Sia>1, dorsina>0.
. . . . u
Danscecas: f'(x) > 0. Donc (u,) est strictement croissante. (On pouvait aussi utiliser : —*L=ga>1..)
n

Et: lim &' = +c. Donc (uy,) diverge vers +co.

X — +oo
Sia=1,adorslna=0.
. S u
Danscecas: f'(x) = 0. Donc (u,) est constante. (On pouvait aussi utiliser : "2~ =a=1..)
n

Et: lim &' =1. Donc (u,) converge vers 1.

X — oo
Si0<a<l dorslna<O.
Danscecas: f'(x) < 0. Donc (u,) est strictement décroissante. (On pouvait aussi utiliser : —*L=ga<1..)
n

Et: lim &' =0. Donc (u,) converge vers 0.

X — +0o
Supposonsa =0: danscecas: a" = 1, donc (u,) est constante et converge vers 0.

Supposonsa<0:
Sensde variation :

Onapourtoutn ON : U —u,=a™ —a"=aa- 1)
Or,a—-1<0cara<O0eta"est positif s n pair et négatif s nimpair.

Par conséquent, u,.1 — U, €st de signe non constant. Donc (u,) N'est ni croissante, ni décroissante.
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Convergence :

Si-1<a<0,dorsinja<0.Donc: lim la"= lim €""f=0.Donc lim a"=0.

n - +oo n - +oo
Lasuite (u,) converge vers 0.

S a<-1,dorsinja = 0. Donc: I|m la"= lim €@ £ 0. Notons ¢ cette limite non nulle.

n - +oo
Or, a" = (-1)"[a"|. Donc la suite (uy,) converge vers £ et la suite (Upy.1) converge vers —.

La suite (u,) n'adonc pas de limite, dans ce cas.

Exemples:
e Soitu,=(2+n)".Ona(2+n)">2"0r, lim 2"=+ow (théoréme 1), donc la suite (u,) diverge vers +o.
n - +oo
. . e 1 .
» Soit (u,) la suite définie pour n = 0 par u, = 1 + 3 + 3—12+ + 3% Chague terme de la suite (u,) est la

somme des (n + 1)°™ termes d'une suite géométrique de raison q :5 et de premier termeP = 1. Onadonc :

:P(l—q“):{( ] {1_@””]

1-q

3
2

oo\l—\ \_/

n+l
Or, lim (§] =0 (théoreme 1) donc lim u,= —

n- +oo n - +oo

n
*  Soit (uy) lasuite définie pour n > 1 par u, = Ze‘k

k=1
n n
S O
Ona: ek=1 & - e
' = e 1_} e-1
e
n n
or lim (Ej =0car0< S<1donc lim ek 1
no+o \ @ e n- +oo e-1

k=1

5.2. Généralisation : limite de la somme des termes d'une suite géométrique :

N +o00 sig=l
Soitqd]-1; +oo[. Alors: lim P=
q0] [ nmoz_;q S
p= 1_q
n 1- qn+1
Pour |e démontrer, il suffit d'écrire que: qu = ﬁ puis d'utiliser le théoréme 1.
p=0
Exercice : démontrer que pour tout x 0 [0; 1[ : lim Z( ) -1t
n— e 1+x°8
6. Croissances comparées des suites (In n); (n% ; (@")
115"
Motivation : on considere la suite (u,) définiepour n > 1 par : Uy = ——.
n
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a) Calculer ug, Uy, ..., U. Conjecturer le sens de variation de la suite (u,).

b) Calculer uys et us,. La conjecture faite en a) est-elle correcte ?

¢) Calculer un.q — U, puis éudier son signe. En déduire que pour n = 13, la suite (u,) est croissante.

6.1.Théoréme

a

. . n
Pour toutréel a >0: lim = +00

n-+o NN
aﬂ
Pour tousréelsa>1eta>0: |lim — =+
n— +oo n

n

. . . a
Pour tout réel atel queO<a<1lettoutréel a: lim —=0

n - +oo n

Démonstration :

[of eorlnn N

Inn Inn N=alnn N

Lorsgue n tend vers +co, N tend aussi vers +oo (car o > 0).

eN a
Enoutre, lim ——=+ocdonc lim = +o0,
N - +co n-+o NN
| Inn
an en " nina-alnn n(lna—aTJ
* %~ oamn-¢€ =e
n® €
. Inn . Inn . Inn
Or, lim —=0,donc lim |[Ina—a—|=Ina>0 et lim n{lna-a—|=+»
n- +oo n n- +oo n n- +oo n
Inn
. n(lna—uf] . . a"
Donc lim e "/ =+c.D'OU: lim — =+oo,
n- +oo n-+w N
L Inn . Inn
e Cettefoisci, lim |Ina—a—|=Ina<0,donc lim n{lna-oa—|=-w
n- +oo n n- +co n
Inn
. n(lna—af] . . a"
Donc lim e "/ =0.D'ot: lim —=0.
N - +oo n-+o n%
Exemple:

Soit u, = 3" — n’. Etudier lalimite de la suite (uy,).

4 n 4
EcrivonsqueS"—n“:S"(l—n—].Or lim 3 e (théoréme 2), donc  lim LLISY,
3n 4 3I"I

n-+w N n- +oo

Enoutre, lim 3"=+w, doll lim u, = +co.

N— +eo n- +oo

7. Récurrence double

Exemple: soit (u,) lasuite définie par : up=1; uU; = 2 €t Un.» = S5U,.1 — 6U, pour tout n = 0.
Démontrer que u, = 2" pour tout entier n.
On vérifie que la propriété est vraie pour U, et us :

Up=5U —6U=10-6=4=2"; u3=5u,-6U; =20-12=8=2°

2n+l

On suppose que U, = 2" et que Uy, = 2™ Montrons qu'alors Uy, = 2™
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Unso = BUpeq — BU, = 5x2™1 — Bx2" = 5x2x2" — 6x2" = 4x2" = 2™2

Conclusion : u, = 2" pour tout n.

Généralisation : étude des suites récurrentes d'ordre 2 a coefficientsréels :
Uy

Ce sont les suites définies par : {4y, oua, b, cOR.
Uneo = AUy, +bu, OnON

Méthode : on résout I'équation caractéristique: r> = ar + b.

* S elle admet deux racines réelles distinctes A, et A, alors: un:A()\Q) + B()\“z)
* Si elleadmet une racine double A, alors: u, = (An + B) ()\”)

+ S elle admet deux racines complexes conjuguées A = p€e'® et A =pe ™ dors:
U, =Ap" cos(n) + Bp" sin(nb)
Les constantes A et B se déterminent al'aide de ug et u;.
Noter I'analogie avec les solutions d'une équation différentielle d'ordre 2 a coefficients réels.
Up =1,y =2

Exemple : on considére la suite (u,,) définie par : {
Upiz = 2l'|n+l + 3un

Démontrer que : u, = % x3 - g><(—1)n. En déduire que (u,,) est croissante.

8. Suites adjacentes

8.1. Définition

On dit que deux suites (a,) et (b,) sont adjacentes lorsgue :
* (&) est croissante

* (by) est décroissante

» lasuite (b, — a,) et positiveet lim (b,—a,) =0
n— +oo

8.2. Théoréme

Si deux suite (a,) et (b,) sont adjacentes (avec a, < b,) aors elles convergent et ont méme limite £.

De plus, pour tout nona: a, </ <b,

Démonstration :

La suite (a,) est croissante et majorée par by (puisque a, < b, < by puisque (b,) est décroissante) donc (a,)
converge (théoréme de convergence monotone). Notons £ sa limite.

De méme, la suite (by,) est décroissante et minorée par a, (puisque ay < a, < b, puisque (a,) est croissante) donc
(by) converge.

En écrivant : b, = (b, — a,) + &, on a, par linéarité delalimite: limb, =0+ /¢ =4.

Donc (a,) et (b,) ont méme limite 2.
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Enfin, on anécessairement : a, < £ pour tout n O N. En effet, supposons le contraire :

Lho U N tel que £ < a,

Posons ¢' = By * £ . (¢ estlamoyennede a, etde/etcommel < a, ,ona:{</{'<a,).
Comme (a,) est croissante, ona: On=ng, £ <a,

Et par passage alalimite: £</

Cequi contredit £ < £'... Donc on abien : a, </

On démontre, de méme, que: ! <b,

8.3. Application : le nombre e
1

. P 1 1
1. Montrer queles suites (x,) et (y,) définiespar x,= —+—=+—+ ..

o 1 2
2. Déterminer sept décimales de leur limite e.

3. Démontrer que e est un nombre irrationnel.

Solution :
1. Lasuite (x,) est croissante. (Dgavu plus haut)

Montrons que (y,) est décroissante en calculant Yp.1 — Yy :

1 1 .
.+— ety,=x,+ — sont adjacentes.
n! nn!

. 1
Remarque : on peut également poser y, = Xn + ok
Les calculs sont plus simples mais la convergence

(verse) pluslente.

_ 1 11 1 1 _ n(n+l)+n-(n+1)2
Yorir " Yn=Xm1t —————— X — —= + - =
(n+H(n+1) !l (n+)! (n+)(n+1)! nn! n(n+H(n+1)!
-1
=YY= ————— <0

Yo T = D (n+)!
Donc (y,) est décroissante.
Enfi : ¥y —
nfinona: Yn xn—m
Donc : lim (yh,—X%)=0

n- +oo

Les suites (x,) et (y,) sont bien adjacentes donc admettent une limite commune (que I'on notera €)

2. Onadonc, pour tout entier n : X< esy,
Il suffit de déterminer un entier ntel que: %< 1077

n =10 convient. Donc e = x,, 310~ prés,

On obtient : e~ 27182818 (210’ prés)

On aurait en particulier : Xg < ap<yq.

1

3. Supposonsed Q. Alors, il existedesentiersp et qtelsquee = 5

e A B 1 1 1 - A
En réduisant au méme dénominateur lasomme xg = —+—+—+ ... +—, On peut ecrire:: xg = El otalN.
g g

o 11 2

D'ou: i<£<i+i
a q q qg
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En multipliant par q! : a<p(q—1)!<a+%<a+1

L'entier p(q — 1)! serait compris strictement entre a et a + 1 qui sont des entiers consecutifs, ce qui est

absurde. Donce 0 R\ Q.
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