SUITES DE NOMBRES REELS

1. Définition d'une suite

1.1. Définition

Une suite numérique est une fonction de N dans R, définie a partir d'un certain rang ny € N.

La notation (u,) désigne la suite en tant qu'objet mathématique (que I'on note parfois tout smplement u) et u,
désigne I'image de I'entier n (appel é encore terme d'indice n de la suite (u,)), terme que I'on pourrait noter u(n)
mais |'usage en a voulu autrement.

Certaines suites ne sont définies qu'a partir d'un certain rang, comme par exemple:

Un = e définiepour n e N’
n

Vp= ~/n—3 définiepour n > 3
[no, +oo[ = ensemble des
Notons que |le domaine de définition est nécessairement du type [no, +oof oling € N. entiersn telsquen > no.

Il faut bien comprendre qu'il y a de multiples fagons de définir une suite. Nous en rencontrerons principal ement
de deux types. Celles qui sont définies par une "relation de récurrence" et la donnée d'un ou plusieurs termes
initiaux comme par exemple Un,2 = U1 + Uy €t Uy = 0 ; Uy = 1 (suite de Fibonacci). Et celles qui sont définies
explicitement "en fonction de n" comme les deux exemples cités juste au-dessus. Les stratégies pour étudier les
suites dépendront justement de leur type. Techniques fonctionnelles pour les suites de la forme u, = f(n) &

techniques de récurrence pour les suites récurrentes.

2. Sens de variation (ou monotonie) d'une suite

2.1. Définition
Soit (u,) une suite de nombresréds. On dit que:
o Lasuite (uy) est croissante (a partir du rang ng) lorsque u, < Un+; pOUr tout entier n = no.

o Lasuite (uy) est strictement croissante (a partir du rang ng) lorsque u, < un.1 pour tout entier n > ny.

o Lasuite (uy) est décroissante (a partir du rang no) lorsque u, > upn.¢ pour tout entier n > ny.

o Lasuite (uy) est grictement décroissante (a partir du rang no) lorsgue u, > U, pour tout entier n = ng.

o Lasuite (u,) est monotone (a partir du rang no) s elle est croissante ou décroissante a partir du rang no.
o Lasuite (uy) est gationnaire sil existe un entier ny tel que U, = UL« pour tout entier n = ng.

e Lasuite (u,) est constante lorsque u, = Un.q pour tout entier n du domaine de définition de (uy).

Remarques :
e Pour comprendre la nuance entre une suite stationnaire et une suite constante, donnons un exemple.

Notons E la partie entiére d'un réel (par exemple E(n) = 3) et (u,) la suite définie, pour n € N, par :

el
n
Onau; =E(1) =1, u; = E(0,5) = 0 puis pour tout n > 2, u, = 0. La suite (u,) est stationnaire (a partir du

rang 2) mais non constante puisqueu; = 1 et u, = 0.
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e |l existe des suites qui sont ni croissantes, ni décroissantes. Par exemple : u, = (-1)".

e |l est tout afait correct de dire qu'une suite est croissante sur l'intervalle [no, +oo] au lieu de dire qu'elle est

croissante a partir du rang no.

¢ Contrairement aux fonctions de la variable réelle, on ne définit le sens de variation d'une suite que sur des

intervalles de laforme [, +oo[ ; ce qui se passe pour les premiers termes reste, ici, anecdotique.

2.2. Techniques d'étude de la monotonie d'une suite :

2.2.1. Technigue fonctionnelle : utilisable pour les suites du type u, = f(n).

2.2.1. Théoréme Ou I'on utilise le sens de variation de la fonction associée

Soit (u,) la suite définie par u, = f(n) ou f est une fonction définie sur un intervalle du typeJa; +«[ ol a € R..

Si lafonction f est monotone sur [a ; +oo[ alors la suite (u,) est monotone sur [E(a) + 1 ; +wo| et posside le

méme sens de variation que f.

Démonstration :

Supposons f croissante sur [a ; +oof. (Les autres cas se prouvent de maniére anal ogue)
Soitn e [E(a) + 1; +oo]. Comme f est croissante sur [E(a) + 1 ; +oo[, on adors:

un+l_un:f(n+l)_f(n) >0

Donc (u,) est croissante sur [E(a) + 1 ; +oof.

De méme, la stricte monotonie de f entraine celle de (uy).

Exemple 1 : soit (uy,) lasuite définie, pour n = 1, par :

s
U, = COS—
n

Notons f lafonction définiesur [1; +oo par:  f(X) = cos—
X
Lafonction f est dérivablesur [1; +oo[ et On a:

fy=snt
X X

Or, pour tout X € [1; +oo[, On a: T 10; =[
X
Et donc : snX >0
X
D'ol : fx)=0

Donc f est croissante sur [1 ; +oo[. En conséquence, la suite (u,) est croissante pour n > 1.

Lesymbole [ signifieque
I'intervalle peut &re ouvert
ou fermé.
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o onf+1

Exemple 2 : Un >
n°+5
Considérons lafonction f définie sur [0 ; +oof par :
2x% +1
X) =
us X% +5
Lafonction f est dérivable sur [0 ; +oo €t :
\ 18x
f)=

——— =0
(x2 +5)
Ladérivée f' est strictement positive sur ]0 ; +oo[ et Sannule en 0, donc la fonction f est strictement croissante

sur [0 ; +oof. Par conséquent, la suite (u,) est donc strictement croissante.

2.2.2. Techniques algébrigues

Clest I'utilisation pure et smple dela définition :

(un) et croissante a partir durang ny < pour toutn = npona Uy, — U, = 0

Exemplel: Uy,=2n+sinn
Etudions, pour tout entier n, le signe de la différence de deux termes consécutifs :

Ui — U =2(N+1)+sin(n+1)-2n—-snn=2+sn(n+1)—-snn

Or: -l<snn+1l)<1 & -1<-snn<l1
En ajoutant membre & membre : -2<sd8n(n+1)-snn<?2
Par conséquent : U — Uy =0

La suite (u,) est donc croissante.

Variante : soit (u,) une suite atermes STRICTEMENT POSITIFS.

. . u . .
Si, pour tout entier n, —*1 > 1 alorsla suite (u,) est croissante.
uﬂ

. . u . .
Si, pour tout entier n, 0 < —*1 < 1 alorslasuite (u,) est décroissante.
uﬂ

n

Exemple?2: Un = 2—2 pourn > 1
n

Lasuite (u,) atermes STRICTEMENT POSITIFS.

Evaluons, pour tout n > 1, la situation du quotient de deux termes consécutifs par rapport a1 :

m: on+l Xn_ZZZX(LJZ
Un (n+1)2 2" n+

Recherchons sil existe des valeurs de I'entier n pour lesquelles le quatient ci-dessus est supérieur a1 :

2
m>1c>(LJ 21 ®L>ic> 2n>n+1c>(x/§—1)n>1c>n>\/§+l
U, n+ 2 @ n+l 42 (5)

L'équivalence (2) est justifiée par la croissance de I'application t = v/t sur R.. L'équivalence (5) est obtenue &

I'aide de I'identité (vV2-1) (v2+1)=1.
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Or n est un entier ; le quotient thia est supérieur ou égal a1l s et seulement s n est supérieur ou égal a 3.
n

Comme la suite (u,) est atermes strictement positifs, il vient u,,; > u, pour n = 3.

La suite (uy) est croissante pour n > 3.

Note : s I'on a pronostiqué le résultat (avec une calculatrice par exemple), on peut aors rédiger une solution

pluscourte: pour n > 3,ona: 1+%<1+%
n+l_4
n 3
Par passage al'inverse, il vient : Ll > g (inégalité entre nombres positifs)
n+
n\? 9
En dlevant au carré, il vient : (—J > 6 (croissancedet > t? sur R.)
n+
n \>_ 18
MEATE
n+ 16

Méme conclusion que précédemment.

Notons, au passage, que puisgue Uz = g est le plus petit terme de la suite, on a: (u,) minorée. (Voair plushbas)

Exemple 3 : cas d'une suite définie par une somme

1 1 1 1 .
=1+ S+ 5+.+—5=) — pour n e N
2 F? n® =k Nous reparlerons de cette
1 suite a d'autres occasions.
On a pour toutn e N : Ut = Uy = ———>0
(n+1)

Donc (un) est strictement croissante.

2.2.3. Technigue par récurrence : pratique pour les suites du type un,1 = f(Un).

Exemple:

. e Uy =16
Soit (up) la suite définie par :

Upyp = \/I
Démontrons par récurrence que cette suite est décroi ssante.
On considére la propriété g définiepour n € N par :
()0 < Uy < Uy

e Ona u;=4doncO0 < u; < Uy, dou g (0). Donc lapropriétégp est initialisée au rang 0.
e Montronsque g est héréditaire a partir du rang 0.

Soit n € N. Supposons g (n) : 0 < Uy < Uy

Alors, par croissance de I'application t = ~/t sur R, nous avons :
0 <Jup, < AU,

0< Un2 < Un+1
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D'ol p(n+1).

La propriété o est initialisée au rang O et héréditaire a partir du rang O, donc d'aprés le principe de

raisonnement par récurrence, elle est vraieatout rang n :
pour tout n = 0, on a Up+ < Uy

La suite (uy) est bien décroissante.

3. Suite majorée, suite minorée, suite bornée

3.1. Définition

Une suite (uy,) est majorée lorsgu'il existe un rée M tel que u, < M pour tout entier n.
Une suite (up) est minorée lorsgqu'il existe un réd mtel que m < u, pour tout entier n.
Une suite (uy,) est bornée lorsqu'dlle est minorée et majorée :

il existedesrédlsmet M telsque m < u, < M pour tout entier n

Remargue :

Une suite (uy,) est bornée si et seulement s il existeun réel M td que |u,| < M pour tout entier n.

En effet, s (uy) est bornée, il existe desrédsa et b tels que pour tout entier non ait :
asu,<b
Notons M = max(ja| ; |b]). Commeb < [b| < M &t —-M < —|a| < &, on obtient :
-M<u, <M
D'ol : lus] < M

Laréciprogue est évidente.

3.2. Techniques pour prouver gu'une suite est major ée (ou minor ée ou bor née) :

3.2.1. Technigue algébrigue : manipulation d'inégalités

Nous reparlerons de cette
suite a d'autres occasions.

— n { *
Exemplel: Un = M ,pourn e N
n
Ona: 2<(-1)"+snn<2 & 0< izsl(n>1)
n
D'ol : 2< U, <2
Lasuite (u,) est bornée.
-1
Exemple?2: U = ZF pour n e N°
k=1
Montrer que (u,) est majorée par 2.
1 1 1 1
En remarquant que, pour k > 2 : — < < —-=
drantaue. p k>  k(k-1) k-1 k
n
1 (11 1 1
Ona: U=1+ — <1+ ——=|=1+1-==2- =<2
" kz:;kz kz_;(k—l k) n n
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Exemple 3: Un = Z—

Montrer que (u,) est majorée par 3.

Montrons tout d'abord, par récurrence, la propriéé ¢, définie pour k € N, par :
K k> 21

¢ Onaévidemment g (1). Lapropriété ¢ estinitialisée au rang 1.

e Montronsque g est héréditaire a partir du rang 1.

Soit k e N". Supposons ¢ (K) : ki > 2kt
Alorson a: (k+ 1! =(k+1) x Kkl > (k+1)2¢?
Et comme (k+ 1) > 2: (k+ 1)l > 2K

Cequi est p(k+ 1).
Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :

ki > 2 pour tout k > 1

n n
o B 1 1
On peut donc écrire: Up=1+ kZ:‘1H<1+ ;F
n 1 n-1 1 k
Or, par trandation d'indice : — = (_)
; 27" 22

Nous reparlerons de cette
suite & d'autres occasions.

N I o . 1 .
On reconnait une somme de n termes consécutifs d'une suite géométrique de raison > dou:

N

s ()

k=0 1-=
2

D'ou, en gjoutant 1 : u, <3

On a prouvé que la suite (u,) est majorée par 3.

3.2.2. Technique fonctionnelle

_ 2n? +1
Exemple: Up= —
n“+5
Considérons lafonction f définie sur [0 ; +oof par :
2x% +1
X) =
us X% +5

On adgawvu, plus haut, que f est croissante sur [0 ; +oof.

Par ailleurs, on a f(0) = é el lim f(x) = 2. Lasuite (u,) est donc bornée par é et 2.
X—> 40

On peut auss retrouver ce résultat par
laméthode algébrique.
(Manipulation dinégalités)
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3.3.3. Technigue par récurrence

Exemple: U= 6+U, avec Uup=0

Montrer que cette suite est bornée.

Le calcul des premiers termes (u; = V6=~ 245; u, = m ~ 291 et uz =\/6+m =~ 2,98) nous
amene a considérer la propriété o, définiepour n € N, par :
pn):0<u, <3
o Par hypothése, on a g (0). La propriété est initialisée au rang 0.
e Montronsque g est héréditaire a partir du rang 0.
Soit n € N. Supposons g (n) : O<u,<3
Alors, en gjoutant 6 : 6<6+U<9

Par passage alaracine carrée (qui est une fonction croissante sur R.) :

V6 < 46+U, <3
Donc: O<Uy <3

Conclusion : pour tout entier n > 0, on a: O<u,<3

4. Comportement asymptotique d'une suite de réels

4.1. Définition Suite convergente

On dit gu'une suite converge (ou admet une limite finie) lorsqu'il existe un réel ¢ tel que:

tout intervalle ouvert | centré en ¢ contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang.

Lorsque (u,) converge vers ¢, on note alors: {= lim u,

N—+o

Une suite non convergente est appel ée suite divergente.

En formulant différemment cette définition, on obtient plusieurs variantes toutes équivalentes :

(un) converge lorsqu'il existeun réd ¢ tel que:
1) Toutintervalel =]/ —¢, ¢ +¢[ (e € R) contient tous |les termes de |la suite & partir d'un certain rang.
2) Pour tout réel £ € R7, il existe un rang N a partir duquel tous les uy, vérifient u, € 1/ — ¢, £ + ¢[.

3) Pour toutréel ¢ € R7, il existeun rang N tel que pour tout indice n, on ait :

n=N= Ju,—/{<e Lire:n > N implique Ju,—/|<e

Graphiquement, cela setraduit ains :
Quelle que soit la largeur de la bande horizontale choisig, il existe un rang (ou un indice) a partir duquel

tous les points de la représentation graphique de la suite sont situés dans cette bande.
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Illustration avec la suite (u,) définie par :
th L 35X (D"

n

2n
+
+
2
- +
+

l+g + + + + + +

l
l—g i + =+ + + * -

+
1 +

‘N

o} 1 n
\ Rang a partir duquel

tous les points sont
danslabande
4 choise

Sur cet exemple, le graphique permet de conjecturer que la suite (u,) converge vers g , ce que le théoréme des
gendarmes confirmera. (Voir 6.2.)

Remargue : on peut trés bien travailler avec un intervalle | qui est fermé (et donc avec des inégalités larges).

4.2. Propriété Unicité delalimite

Si une suite (u,) converge, alors salimite ¢ est unique.

Démonstration

Raisonnons par |'absurde. Supposons que la suite (u,) admette deux limites distinctes /; et ¢, avec (1 < /5.
Notonsd = /¢, — /1.

Comme (u,) converge vers /4, a partir d'un certain rang Ny, tous les termes de la suite sont dans l'intervalle
ouvert |, de centre ¢, et derayon % .

De méme, comme (u,) converge vers /,, a partir d'un certain rang N, tous les termes de la suite sont dans
I'intervalle ouvert |, de centre /, et de rayon % .

Donc apartir du rang N = max(N;, N,), tous les termes de la suite sont simultanément dans |, et |,. Or ces deux
intervalles sont digjoints (ils ne se chevauchent pas). Ce qui n'est pas possible.

Ceci prouve l'unicité delalimite.
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Illustration :

Un

A X Iy Comment, a partir du rang Ny,

touslestermesdela suite

pourraient-ils se situer dans ces

A A 4 ; l2

deux "tuyaux" ?

4.3. Propriété
Si une suite (u,) converge, alors (u,) est bornée.

Démonstration

Notons ¢ lalimite de la suite (u,) et | I'intervalle]/ — 1, ¢ + 1]. | est bien un intervalle ouvert centréen /.

Comme (u,) converge, a partir d'un certain rang N, tous les termes de la suite (u,) sont dans|. Autrement dit :

nN=2N=/-1<u,</(+1
e SIN=0,dorscestfini, (u,) est bornéepar lesréds/ — 1 et / + 1.

e SIN=>1 dorsnotons A l'ensemble {uo, ... , Un.1, £ — 1, £ + 1}, M le plus grand éément de A et m son plus

petit dément. Ainsi (u,) est bornée par lesrédsmet M.

Exercice : soit (u,) une suite bornée et (vi,) une suite convergeant vers 0. Cel exercice est trés important car il
Démontrer que la suite (u,v,) converge vers 0. permettra de demontrer que le produit de
. deux suites convergentes converge vers le
Solution : ) o
produit deslimites.

Exploitons nos deux hypothéses :

1. Comme (uy) est bornée, il existe un réel M tel que pour tout n':
|un| < M

2. Soite € R’ . Comme (V) converge vers 0, on aura a partir d'un certain rang N :

Vo e |-E e

MM
Cest-a-dire: Vil < ﬁ
D'olr : [Un| Val < ﬁM <e
Cest-a-dire: [uwvil € ]-€; €]

Cequi prouve bien que la suite (u,v,) converge vers 0.
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Etudions maintenant un cas spécial de suites divergentes :

4.4. Définition Suite divergente vers +o
On dit qu'une suite diverge vers+oo lorsque:

tout intervalle ouvert du type ]A, +oo[ (ou A > 0) contient tous lestermes de la suite a partir d'un certain rang.

En formulant différemment cette définition, on obtient plusieurs variantes toutes équivalentes :

(un) diverge vers -+ lorsque :

1) Pourtout A e R, I'intervalle]A, +oo[ contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang.

2) Pour tout A € R’ , il existeun rang N tel que pour tout indice n, on ait :

n=N= u,>A

On définit de méme la divergence vers —o al'aide d'intervalles du type ]—o, A[.

A I'aide de cette définition, on peut, par exemple, démontrer la propriéé suivante :
Toute suite croissante et non majorée diverge vers +o
En effet, s une suite (u,) est non majorée, cela signifie que pour tout rée M, il existe un rang N tel que:
uy>M
Et g, de plus, la suite est croissante, alors pour tout indice n tel quen > N, on aura u, > uy donc:
n=N= u,>M

Cequi prouve bien que la suite (uy,) diverge vers +o.

Exercice: divergence vers+oo de la série harmonique

On considére la suite H, définie, pour n € N, par :

Hy = ZE (Série harmonique)
k=1 k
Montrons que (H,) diverge vers +o.
21 1 1
On remarque que : Hon = Hq + z—>Hn+nX—>Hn+—
k:n+1k 2n 2

Montrons par récurrence la propriété g, définiesur k € N, par :
@ (K) il existeun entier ntel queH, > k
CommeH; =1, on a g (0) (et méme »(1)).
Soit k € N. Supposons g (K). Il existe donc un entier n tel que:
H, >k

Mais d'aprés laremarque précédente: Hg, = Hon + % >H,+1>k+1

Pour I'entier m=4n, onaH, = k+ 1dou gp(k+ 1).

Donc la propriété ¢ est vraie pour tout entier k.

Suites de nombresréels Page 10 G. COSTANTINI  http://bacamaths.net/



http://bacamaths.net/

Autrement dit, quelque soit I'intervalle | delaforme]A, +oof, il existe un rang a partir duquel tous les termes de
lasuite (H,) sont dans 1. Ce qui prouve que la suite (u,) diverge vers +oo.
On verralors du chapitre sur le calcul intégral une méthode plus simple pour prouver que la série harmonique

diverge vers +oo.

4.5. Quelques limites de r éférences

Donnons, sans plus tarder, quelques limites de référence :

. . . 1 . 1
lim VYn=+% lim =+  lim ==0 lim ==0
n— -+ n—+ow n—>+oo N n—+w N

Démontrons guel gues uns de ces résultats (hors programme)

e lim Vn=+wo

nN—+o

Soit A € R’ . Montrons que I'intervalle ] A, +oo[ contient tous les nombres Jna partir d'un certain rang.

CommeA>0,0ona: Jn>A o n>A?

Posons N = E(A?) + 1. Ainsi, apartir durang N, on a v'n e JA, +oo[, cequi prouve lim /n =+,

N—+w

. 1
e I|lim ==0
n—+w N

Soit & € R et | =]—¢, g[ (intervalle ouvert centré en 0).

. 1, : )
Montrons que | contient tous les nombres — a partir d'un certain rang.
n

Or: O<E<sc>n>£>0
n €

PosonsN=E(£)+1. Ains, apartir du rang N, ona% e |, cequi prouve lim E=O.

€ n—+w N

Les autres résultats se montrent de maniére analogue et il n'est pas intéressant de tous les détailler ici.

Précisons plutét un résultat plus fort :

Soit f une fonction définie sur un intervalle du type [a, +oo[ ol a € R, et (u,) lasuite définie par u, = f(n).
S lim f(x)=¢dors lim u,=/¢
nN— oo

X—>+00

S lim f(X)=+odors lim u,=+w

X—>+00 nN—+owo
S lim f(X)=-oadors lim u,=-o
X—>+00 nN—+ow

En conséguence, on récupere tous les théoremes sur les régles opératoires sur les limites de fonctions.
Notons que la réciproque du résultat donné ci-dessus est fausse, il se peut que la suite ait une limite (finie ou
infinie) sans que la fonction en ait une. Par exemple, la suite (u,) définie par u, = cos(2nn) est constante (égale

a 1) donc admet bien une limite tandis que la fonction associée x > cos(2xr) n'a pas de limite en +oo.
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Exemple : étudier lalimite de la suite (u,) définie par :

3n°-2n+4
Up= ———
4n“ +1

Il Sagit d'un quotient indéterminé avec numérateur et dénominateur qui tendent tous deux vers +o.

n2(3—g+i)
n n?

Ecrivons Un =
2 1
n (4+—2)
n
2 4 . 1
Or: lim (3——+—2)=4et lim (4+—2)=4
N—+o0 n n n—+ow n
2_
D'ou, par quotient : lim w: 3
oo An2+l 4

On verrajustement au paragraphe 5 toutes les régles opératoires sur les limites de suites.

4.6. Remarque : autres cas de divergence

Il existe des suites divergentes qui ne divergent pas vers +o (ou —o). C'est par exemplele casde:
Uy = (-1)"

Preuve:

Supposons, au contraire, que la suite de terme général (—1)" converge vers un certain réd /.

Soit | = }(—% ; €+%[. | est un intervalle ouvert centréen /.

D'aprés notre hypothése, il existe un rang N a partir duquel, on aura:

D" el
. 1 n 1
Autrement dit : —=<(-1)"-t< =
2 2
. 1.3
Or, pour n pair, celadonne: 4 e}z ; E{
. . 3.1
Et pour nimpair : lel|-2:-=
pour nimp 34

D'ou une contradiction. Donc la suite considérée diverge.

Exercice : démontrer que les suites (sin n) et (cos n) divergent.

Supposons que la suite (cos n) converge versun certain réd /¢ € [-1, 1]. : :
Nous faisons un rai sonnement

On sait que: cos(n+1)=cosncosl-snnsinl par I'absurde.

Les suites (cos(n + 1)) et (cos n cos 1) ont, par hypothése, une limite.
On en déduit, par différence quela suite (sin nsin 1) aussi.

£(cosl-1)

Commesin 1 est non nul, la suite (sin n) converge vers un certain réel k= 1
sin

Ceréd kest non nul car cos1 # 1.

En outre, on sait que: sin(2n)=2cosnsinn
En passant alalimite, on aurait : k=2/¢k

Et commek = 0: (:%

Par ailleurs, on sait que : cos(2n) = cos? n — sin’n
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En passant alalimite, on aurait : (=0 -1-17%
D'ou: 20°-1-1=0
€=1ou€=—E

2

D'ol une contradiction. Donc les suites (cos n) et (sin n) divergent.

4.7. Théor éme de la limite monotone

Toute suite croissante et majorée de rédls converge.

Toute suite décroissante et minorée de réels converge.

Démonstration (hors programme)
Dans le cas d'une suite (uy,) croissante et majorée. (L'autre cas est analogue)

Notons E I'ensemble des valeurs de la suites (uy) :

E { N} On utiliseici la propriété fondamentale de R dite
=1Un, N €
" dela"borne supérieure" : tout ensemble non vide

Notons ¢ e plus petit des majorants de E. (Ceréd existe car (u,) est majorée). et majoré admet une borne supérieure (Cest-a
dire un plus petit majorant).

Ainsi, pour tout € € R, 7 — € n'est plus un majorant de E.

Doncil existe un certain rang N tel que: f—e<uy</

Mais comme la suite (u,) est croissante, pour tout n > N, on aura encore :

l—e<Uy </
En conséquence: Uyell—c¢, l+¢

Cequi prouve la convergence de la suite (up,).

Applications:
n
e La suite (u,) définie par u, = ziz pour n > 1 est croissante e majorée (voir plus haut) donc
k=1
TEZ
convergente. (Salimite est difficile a déterminer, dle vaut ?)

n
e Lasuite (uy) définie par u, = Z% est croissante et majorée donc convergente. On montrera que sa limite
k=0 """

est nombreirrationnd. (Nombre e qui sera défini ultérieurement).
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5. Régles opératoires sur les limites d'une suite

Soient (a,) et (by) deux suites qui admettent pour limitea et b (a et b sont des réels ou +oo ou —o0)

5.1. Cas de la somme : comment déerminer lim (a, + by) ?

N—+o0

. I|m bn b € R +00 —00
lima,
aelR a+b 400 —0
+00 +00 +00 ?
—00 —00 ? —00
5.2. Cas du produit : comment déterminer lim (a, by) ?
n—+o0o
limb,
_ ' o b<0 0 b>0 oo
lima,
—00 +00 +00 ? —o0 —o
a<o 400 ab 0 ab -
0 ? 0 0 0 ?
a>0 —0 ab 0 ab +00
+00 —0 —o0 ? +00 +00
5.3. Cas du quatient : comment déterminer lim G ?
n—+o B
limb, .
_ ' o b<0 o 0 b>0 oo
lima,
—o0 ? +00 +00 —0 —0 ?
a a
a<o0 0 B 400 —00 B 0
0 0 0 ? ? 0 0
a a
a>0 0 0y —0 +00 0y 0
+00 ? —00 —00 +00 +00 ?

Les points d'interrogation (?) signalent les cas indéterminés, pour lesquels une éude spécifique doit é&re menée

pour déterminer |'éventudle limite.

Il faut bien étre conscient que tous les résultats de ces tableaux se démontrent. (Tous ne sont d'ailleurs pas
évidents). Donnons quel ques unes de ces démonstrations :

Limite de la somme de deux suites convergentes égale ala somme des limites :

Soit &€ € R . Comme (a,) converge vers a, a partir d'un certain rang Ny, on a:

€

_
a, €la E,a+5[
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Autrement dit : la, — al < %
Comme (b,) converge vers b, a partir d'un certain rang N, on a:
&€ &€
bne]b—i,b+5[
Autrement dit : b, — b| < %

D'aprés I'inégalité triangulaire, on aura, a partir du rang max(Ny ; Ny) :
(an+by) —(@a+b)|<|an—al+|bh—b|<e
Autrement dit : a,+bpela+b-g;a+b+¢gf

Cequi prouve que la suite (a, + b,) converge bien versa + b.

Limite du produit de deux suites convergentes égale au produit des limites :

Soite € R . L'idée est d'écrire: anb, — ab = (a, — a)b, + (b, — b)a

Comme la suite (a, — @) converge vers 0 et que la suite (b,) est bornée (puisque convergente), on en déduit (voir
exercice section 4.3) que la suite ((a, — a)b,) converge vers 0. De méme, la suite ((b, — b)a) converge vers 0.

Dons la suite (ayb,) converge vers ab.

Les autres régles opératoires sur les limites se démontrent aussi. On ne les donne pas toutes ici pour ne pas

alourdir I'exposé.

Quel ques exemples d'étude de cas indéterminés :

Cas"wo — " :
U= VYn+1-+n
On écrit : Uy = _r
' " In+1+n
D'oll (par inverse) : lim u,=0
n—+o0
Cas"o x 0":

.1 .
up=nsin = pourne N
n

Comme lim 1 0, nousavons lim sin 1 0. D'ou une forme indéterminée du type "o x 0".

n—+o N n—+w

Pour lever I'indétermination, on écrit :

0.
>
S

Un

:H—\‘

. . snx .
Comme on sait que lim =—==1® | on en déduit :
x—=>0 X

limu,=1

nN—+c

@ Cerésultat peut ére démontré par des considérations géométriques. Vair, par exemple, lesDM de premiére S.
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1-cos=
Cas"0/0Q": Uy = Tn
n
L'idée est de partir delalimite suivante: lim 31X _ 4
x—>0 X
sinx)?
En conséquence: lim (—) =1
x—0 X
O : (sinx)z_ 1-cos®x _ (L1+cosx)(1l-cosx)
' X x? X2
: 2
D'ou - @ c;)sx) _ 1 (smx)
X 1+cosx \ X
Comme Iirrg) (1 + cosx) = 2, nous en déduisons :
X—
I (I-cosx) 1
x—0 x2 2
1-co 1 1
D'ou : lim n_ -
N—+o i 2
n2

Cas"w [/ " : un exemple a dé§a éé donné plus haut (section 4.5.)

5.4. Linéarité delalimite

En combinant les résultats sur la somme et le produit (par un scalaire, c'est-a-dire une constante) pour les suites
conver gentes, on obtient :

lim (U, + Bvy) =a lim u,+ B lim v,
n—+o0o

N—+co N—-+o0

6. Quelques théoremes de comparaison et d'encadrement

6.1. Comparaison Par rapport a une suite divergente

Soient (uy) et (v,) deux suitestellesque:
pour tout n, U, < Vj,
e S (uy) divergevers+w aors (v,) auss.

e Si(v,) diverge vers—oo aors(u,) aussi.

Démonstration

FixonsA € R’ . Supposons que (u,) diverge vers +oo. Alors, a partir d'un certain rang N, on a:
u, = A
Et commev, > u,, On auraauss : Vh = A

Donc (vy) diverge vers +co.

Le deuxiéme point se démontre de maniére anal ogue.
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Exemple1:
Etudier lalimite de la suite (u,) définie, pour tout n e N, par :

Un=2cosn+3x (-1)"-3n

On remarque que pour toutn € N : U, <5-3n

Or, lim (5-3n)=—x, dou: lim u,=-o
N—>-+o0 N—>-+o0

Exemple 2 :

Etudier lalimite dela suite (u,) définiepar :  u, = n*(cos n — 2)

Comme-1<cosn<1ona: -3<cosn-2<-1

Donc: u, < -n’

Or lim (-n* = —w, dou: lim Uy =—o0
N—>+20 N—>+20

Exercice: I'affirmation "une suite qui diverge vers +oo est nécessairement croissante” est-elle vraie ?

Réponse : non ! Considérer : U= (-1)"+n
On a, pour toutn e N : U= -1+n
Donc, par comparaison : (un) diverge vers +o

Cependant (uy) n'est pas croissante. En effet, pour tout n € N, on a:

Ui —Up=(D)""+n+1-(-D)"-n=(C-)""1+1)+1=2-D)"" +1 ={

Donc la suite (u,) n'est ni croissante, ni décroi ssante.

-1 s nestpar
3 s nestimpair

6.2. Théoréme d'encadrement ou des "gendarmes’

Soient (uy), (V,) et (W) trois suitestelles que:

e A partir d'un certain rang : Un < Vi < W

o (uy) et (w,) convergent versle mémeréd /.

Alors (v,) converge vers /.

Démonstration :

Notons Ny le rang a partir duquel on a: Uy < Vy < W,

Soit | un intervalle ouvert centré en /. Notons € son rayon. Onadonc| =]/ —¢, £ + g[.

Comme (u,) converge vers ¢, apartir dun certainrangN;ona: u, € |.

Comme (W) converge vers ¢, apartir d'un certainrang N, ona: w, € I.

Pour n = max(Np, Nz, Ny), commeu, < v, < w,, onaalors:

Vel
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Bilan : tout intervalle ouvert I, centré en /7, contient tous les termes de la suite (v,,) a partir d'un certain rang (a

savoir max(No, N1, Ny)). Donc la suite (v,,) converge bien vers /.

Exemple 1 : déterminer lalimite de la suite (v,) définie par :

3n+5x(-1)"
Vp= ——MM 2
2n

3n-5 et W, = 3n+5

Posons, pour n € N : Up =
2n 2n

Lessuites (u,) et (w,) convergent vers g . Deplus, pour toutn € N : up < v, < W,

D'aprés le théoreme des gendarmes, on adonc : lim v, = g

nN—+w

Exemple 2 : dé&erminer lalimite de la suite (u,) définie par :

Vn? +1
n

Un = pourn > 1

Ona: n<n’+1
Enoutre, n° + 1 < (n+ 1)% (En effet, (n+ 1) =n’+2n+1>n?+ 1car 2n> 2> 0)
On a donc I'encadrement suivant : n<n’+1<(n+1)>?

Par passage a la racine (tous les membres sont positifs), il vient :

n<yn®+l<n+1

Puis en divisant par n (positif) : l<u,<1+ %

Comme lim (l+ %) =1, on en déduit (théoréme des gendarmes) que lim u, = 1.

nN—+o0w n—+w

6.3. Corallaire
Soient (uy) et (g,) deux suitestelles que:

o |l existeunréd ¢t que pour tout n; [un — £] < &

o Lasuite (g,) convergevers0: lim g,=0

nN—>+%

Alorslasuite (u,) converge vers /.

Démonstration

L'inégalité |u, — /| < &, Sécrit encore:
l—en< U, </ +¢g,

L e théoréme des gendarmes permet de conclure.
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6.4. Théoréme Passage a la limite dans une inégalité

Soient (uy) et (v,) deux suites convergentes telles que pour tout entier n:

Bien noter que desinégalités strictes

<V, r . <V, . N
Un < Vo (FESP. Un < Vi) deviennent larges par passage ala
Alors: lim u, < lim v, limite.

n—+o0 N—+o0

Démonstration

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme : soit (u,) une suite positive (ou strictement positive) et convergente. Alors lim u, = 0

nN—+o0w

Démonstration du lemme:

Notons / lalimite de (uy). Raisonnons par I'absurde. On suppose que ¢ < 0.

Posons ¢ = —g e R’ . Commelasuite (u,) converge, on auraapartir d'un certain rang :
Uhell—¢;l+¢

<

En particulier : Uh</l+e</!- <0

N~
N~

Ce qui contredit la positivité de (u,). Donc ¢ > 0 et le lemme est démontré.

On en déduit le théoréme en appliquant e lemme ala suite (v, — Uy).

6.5. Définition Suites adjacentes

(u,) est croissante
Lorsque < (v,) est décroissante, on dit que les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes

Vn—Un—>O

Remargue : la condition "pour tout n, u, < v," est inutile dans |les hypothéses. Elle découle des trois autres.

6.6. Théoréme Suites adjacentes

S (uy) €t (v,) sont adjacentes, alors (uy) et (v,) convergent vers la méme limite £.

De plus, pour tout n : Up S Upyy <2< Vpp SV,

Démonstration :

Montrons, tout d'abord que pour tout n € N : Up <V,
Posons, pour tout n € N : Wh =V — Uy
Ona: Whi1 — Wh = (Vn+l - Vn) - (un+l - un)

Et d'apres le sens de variation des suites (uy) €t (V) :
W1 — Wh <0

Donc (w,) est décroissante. Ainsi pour tout entier n fixé et tout entier m= n ;
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On démontre ci-contre, grace a un passage a
W = Wiy
lalimite, qu'une suite décroissante et qui
Or, par hypothése, la suite (w,) tend vers 0 lorsque m tend vers +o d'ol : converge vers0 est nécessairement positive.
W, =0
Cest-a-dire: Uy < Vp
On en déduit encore : U < Uy < Vy <V

On prouve maintenant la convergence des suites (uy) €t (v,) grace au théoreme de lalimite monotone :

Comme, (u,) est croissante et majorée par vy, €lle converge vers un certain réd /.

Comme, (v,,) est décroissante et minorée par Uy, €lle converge vers un certain réel /',

En écrivant enfin : Up = Vi + (Up — Vi)
Un passage alalimite donne : (=0+0
=1
Enfin, on a nécessairement : Uy < /0
En effet, supposons le contraire: il existeny € N tel que < uy,

u, +/
Posons /' ="°T . (7" estlamoyenne de u, et de/ et comme/ < u, ,ona:(</(<u,).

Comme (uy,) est croissante, on a: Yn=ng, ! <uy

Et par passage alalimite: </

Cequi contredit ¢ < ¢'... Donc on a bien : Uy </

On démontre, de méme, que: < vy,

D'ol : Un < Ut << Vot <V,

Remarque: s (un) €t (V) sont strictement monotones, on améme::

Un < Upy1 < < Vi1 < Vi

6.7. Application

1. Montrer que les suites (x,) et (y») définies par x, = é+%+%+ +% e y,=X,+ % sont adjacentes.

2. Déerminer sept décimales deleur limitee.

3. Démontrer que e est un nombre irrationnd. ] 1
Remarque : on peut également poser y, = X, + o

Solution : Les calculs sont plus simples mais la convergence

1. Lasuite (x,) est strictement croissante. (Déa vu plus haut) (verse) pluslente

Montrons que (y,) est strictement décroissante en calculant yn, — Vi :

1 1 1 1 1 n(n+2)+n-(n+1)3
yn+l_yn:Xn+l+m_Xn_ — =

m () (+Dn+D n(n+1)(n+1)!

-1

1= Yn= ———— <0
Yo =¥ = )+ )!

Donc (y,) est strictement décroi ssante.

Suites de nombresréels Page 20 G. COSTANTINI  http://bacamaths.net/


http://bacamaths.net/

Enfinon a: yn—xnzi
nn!

Donc: lim (Yn—X) =0

nN—+o0w

Les suites (xn) et (y,) sont bien adjacentes donc admettent une limite commune (que |'on notera €)

. On adonc, pour tout entier n : X < es<y,
Il suffit de déterminer un entier n tel que: i' <10’
nn!

n =10 convient. Donc e = x,0 210 prés.

On obtient : e~ 2,7182818 (410’ prés)
. Supposonse € Q. Alors, il existedesentiersp et qtelsquee= _p_
On aurait en particulier : Xq < —p<yq
o R R 1 11 1 e
En réduisant au méme dénominateur la somme xg = 6+T§+ +a, on peut écrire:
a .
Xq= a ouaeN
D'ou : ac.pa, 1

a g ao qo

En multipliant par g! : a<p(g-1)!'<a+ E<a+1
q

L'entier p(q — 1)! serait compris strictement entre a et a + 1 qui sont des entiers consécutifs, ce qui est

absurde. Donce € R\ Q.

7. Etude de la convergence des suites géométriques

7.1. Théoréme

Soit (u,) une suite définie par : u, = a" (avec a € R)

e Siae]l; +oof aors(uy,) est divergente (vers+oo)

e Sia=1alors(u,) est constante (donc convergente vers 1)
e Siae]-1; 1] aors(u,) est convergente vers 0

e Siae]-wo;-1]dors(u, n'apasdelimite.

Démonstration :

Nous allons utiliser le résultat suivant :

7.2. Lemme Inégalité de Bernoulli

Pour tout réel x positif et tout entier naturel n, on a:

(1+%)" > 1+ nx
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Démonstration du lemme:

Soit x € R.. On considére la propriété o (n) définie pour tout n € N par :

Remarque : on peut é&endre
. n
oM : (1+x)" = 1+nx cetteinégalitéax e -1, +oof

e Ona p(0) puisque (1 + x)0 = 1+ Ox pour tout X € R..

e Montrons que, pour toutn € N : )= ph+1)
Soit n e N. Supposons g (n) : (1+%)" > 1+ nx
Commex >0, onaauss 1+ x> 0. En multipliant I'inégalité ci-dessus par (1 + x), on obtient :

(1+%)™ = (1 + ML +x)

Or: A+m)Q+X) =1+x+mX+nx°=1+(n+1x+nx
Commenx®>0,ona: A+n)(1+x) =1+ (n+1)x
D'ol: (1+%)™ = 1+ (n+ Dx

Cequi est p(n+1).
Bilan : on a ¢ (0) et pour tout nde N : )= ph+1)
Donc, pour tout nde N, ona: o (n)

(1+%)" > 1+ nx

Prouvons maintenant le théoréme 7.1. :

e Supposonsa € ]1; +oof. Posonsx=a— 1. Alorsx € ]0 ; +oof.
D'aprés I'inégalité de Bernoulli : a"= (1+x)" > 1+nx

Or, lim 1+ nx=+oo. Par comparaison, on en déduit :

nN—+w

lim a"=+o
N—>-+0
La suite (uy) diverge donc vers +o.
e S a=1, leréaultat est évident.
e Supposons maintenanta € ]-1; 1[.
Si a=0, lerésultat est évident.
S a= 0, posons: a'=i
EY
Ainsi : ae]l; +oof
D'apréslerésultat précédent : nll)rpw a"=+oo
Par passage a |'inverse, nous obtenons : nll)rpw lal"=0
D'ou: lim a"=0

La suite (u,) converge donc vers 0.
e Supposonsa € ]—w ; —1J.

Raisonnons par I'absurde : supposons que la suite (a") converge vers un certain entier /.
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Soit | =] g; % [. | est un intervalle ouvert centré en ¢. D'aprés notre hypothése, il existe un rang N a partir

duqudl, on aura:

a el
Autrement dit : £ <ad'< 3
2 2
. . n . 3
Or,d estnpair alorsa’ >0, dou : O<E
o</
Et s nestimpair alorsa” < 0dol : §<O
(<0

D'ou une contradiction. Donc la suite (2") diverge.

Exemples:
e FEtudier lalimite de la suite (u,) définie par :
Upy=(2+n)"
On sait que pour tout n e N, ona: 2+n"=2"

Or, lim 2" =+ (théoréme 7.1.), donc la suite (u,) diverge vers +o.

nN—+o0w

e Soit (uy) lasuite définie pour n € N par :

1 1 1 ”(1)k
=14+ =+ Z5+..+ == =
3 F 3" EJ 3

Chague terme de la suite (u,) est la somme des (n + 1)*™ termes d'une suite géométrique deraison q == et

Wl

de premier termeP = 1. On adonc :

PL-q") _ ]{1_ @M}

1-q 1—

h =

1 n+1 3
Or, lim (5) =0 (théoreme7.1.)donc: lim un=§

nN—+o0 n—+ow

n
e Soit ele nombre vu dans I'application 6.7 et (u,) la suite définie pour n = 1 par u, = Ze’k .
k=1

Ona: e _1 -
e

n
or lim (3) — 0 (théoréme 7.1.) car 0 < é<1donc:

n—+o \ &

n
. _ 1
lim Ee":—l
n—>+ookl e—
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7.3. Généralisation : limite de la somme des termes d'une suite géométrique :

N +0 sigq=1
Soit g e |-1; +oof. Alors: lim q°=
n—>+o0 ;) i IS |q|<1
1-q

n+1

1-g
1-q

n
Pour le démontrer, il suffit d'écrirequelorsqueq= 1: qu = puisdutiliser le théoréme 7.1.
p=0

n
Et pour lecasougq=1, on aalorsZ:qp =n+ 1, somme dont lalimite est bien +oo.
p=0

Exercice : démontrer que pour tout entier naturel a non nul et tout réel x de[0; 1 :

. < a\P 1
Jim, 2 ()" =

1+x2

Solution : on a une somme de termes consécutifs d'une suite géométrique de raison —x2 :

n+1
Y P_ 1-(-¢)
;(_Xa) - 14 %@
Or —x*e]-1; 1] donc: lim (—xa)n+l= 0
n—>-+o0
Dot - i C @\ - 1
ol lim pz_(:)( ) =T

8. Etude des suites arithmético-géométriques (ou récurrentes linéaires d'ordre 1)

Il sagit des suites récurrentes définies par :

U N
0 olla,beR
u,,,=au,+b

Objectif : exprimer le terme général u, de cette suite en fonction de n et éudier salimite éventuelle.
Pour commencer, traitons quelques cas particuliers:
e s a=1eb=0, cest unesuite constante, ce qui n'est pas tres intéressant.
e sa=1eb=0, dorslasuite (u,) est arithmétique de raison b. On a donc, pour tout entier naturel n :
Un = Ug + bn

la suite (u,) diverge donc vers +o ou —o selon le signe de b.

e sb=0ea=1, dorslasuite (u,) est géométrique de raison a. On adonc, pour tout entier naturel n :
Un = Upd"
et on conclut avec le théoréme 7.1. (s a > 1, alors la suite diverge vers +o ou —o selon le signe de up ;
s ae]-1;1],aorslasuite convergeversO et s a < -1, dlediverge).

e Ets a=0,lasuite (u,) est stationnaire (a partir du rang 1) égaleab.
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Dans ce qui suit, on supposea # 1.
L'idée de la démarche qui suit est la suivante : si (u,) et (W,) sont deux suites qui vérifient u,,, = au, + b &t
Whe1 = aW, + b alorsleur différence v, est une suite géométrique deraison a. En effet, pour tout n, on a:
Vii1 = Upy1 — Whyg = AUy + b — aw, — b = a(u, — wy) = av,,
Il suffit donc de chercher une suite (w,) la plus smple possible vérifiant la relation wy,; = aw, + b. Inutile de
chercher bien loin : supposons (w,) constante. Notons a cette constante. On aalors:
a=ao+b

b

Commea=1, il vient : o= —0
1-a

En conséguence, la suite (v,) définie par v, = u, — a, ol o = 1L , est géométrique deraison a.
-a

On en déduit que pour tout n : Vh = Vod = (Up — a)a”

D'ou: U= (Up—a)a" +a

Comme, on connait le comportement asymptotique des suites géométriques (a"), on en déduit celui de (uy) :
o Siup=a aors(u,) est constante égale a .

e Si(ae]-1;1 et uy=# a), aors(u,) converge versa.

o Si(a>1letuy=a),aors(u,) divergevers+oo (S Uy > o) 0U—oo (S Uy < t).

o Si(a<-letuy=a),aors(u,) diverge.

Exemple de mise en oeuvre:

On considére la suite (uy,) définie par :

UO :5
U, =2u, -3

Exprimer u, en fonction den.

On cherche o tel que: a=20-3
a=3
u,,=2u,-3
Onaains : LT
oa=20-3
En retranchant membre a membre : Unip — o= 2(Up — o)

La suite (v,) définie par v, = u, — a est donc géométrique deraison g =2 ; son termeinitial est vo=up— o = 2.
On adonc, pour tout entier n : Vo = qvp = 2™

Et finalement : Uy=Vp+o=2"1+3

(On pouvait auss démontrer ce résultat par récurrence apres|'avoir conjecturé)
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