‘ RECURRENCE \

I) Raisonnement par récurrence simple

Théoréme : (principe du raisonnement par récurrence)

Langage mathématique Langue francaise

Si: Si:
o [hyON:0O(no) (initialisation) * Lapropriété est vraie a partir d'un certain rang ng

On=ny, (O (N)=>0(m+1) (hérédité)  Pour tout rang n plus grand que n,, la propriété au
Alors: rang n entraine la propriété au rang n + 1.

On = no, O (N) Alors:
La propriété est vraie a tout rang plus grand que no.

Démonstration E est I'ensemble des entiers

Considérons I'ensemble : E={n=ng:nonO (n)} pour lesquels la propriété
Raisonnons par |'absurde : supposons E non vide. nest pas définie.
Comme E est non vide et minoré (par ny), il admet un plus petit €& ément m avec m = ng.
Ce plus petit élément m est élément de E. On a donc non O (m).
* Sim=n, dorsnon O (ng), ce qui contredit I'hypothese d'initialisation.
e Sim>ngydorsona: 0 (m-1)etnon O (m) ce qui contredit I'nypothése d'hérédité.
Donc E est vide, autrement dit : On = no, O (n)
Exemples:
1) On considére la suite (u,,) définie pour n > 1 par :
n
U, = Z (2k-1) (Somme des n premiers nombres impairs)
k=1
Démontrer que: U, = n?
| | | o N(P + D)
Remarque : ce résultat se démontre également al'aide de laformule S= 5
n 2 n
2) Démontrer que: [Z ak] = Za,f +2 z a3,
k=1 k=1 I<i<j<n

2 Démont : L GEVCOLF R S IETN L o * P(n+1)

) Démontrer que : z == Z = Z =10

k=1 k=1 k=1
4) Démontrer que:: Ox O]-1, +eo[, ONON, (1+x)">1+nx  (inégalité de Bernoulli)
. : 1 n
5) Démontrer que : Z =
S p(p+1) n+l
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. ™ I 0] . I
6) Démontrer que : OnON, cos (x) = cos(x+ nzj etsin (x) = sn(x+ nzj

7) Démontrer que:: OxOC, OnON:(A-x)L+x+..+xX)=1-x""1
8) Soit a [0 C. Démontrer que:
OxOC, OnON:x"—a"=(x—a)(x" T +ax" 2+ ... +a" ™.

9) Démontrer que pour tout u OO R : [sin(nu)] < n|sinu|

Solutions :
1) On considére la propriété O , définiepour n O N, par :

n

O(): n? =) (2k-1)

k=1
1
« Onall (1) puisquel= )" (2k-1).
k=1
* Montrons que, pour toutn = 1: Omn=0(Mn+1)
n
Soit n > 1. Supposons O (n) : n? = Z(Zk -1)
k=1
n+l n n
Ona: D@k-n=) (k-D+2n+1)-1= Y (k-D+2n+1
k=1 k=1 k=1
n+l
Et daprés 0 (n) : Z(Zk—l): n+2n+1
k=1
n+1
D'ol: D (k-1 = (n+1)°
k=1
Cequiest O (n+1).
On adonc bien montré que : On=1,0(M) = OMn+1)

Bilan:ona (D) et(On=>1,0(n)=> d(h+1))doncona: O (n),On=>1:

n
n? = Z(Zk -1) pour toutn O N’
k=1

2) On considére la propriété [ , définie pour n O N, par :
n 2 n
0 (n) :(Zak] = Za,f +2 z a3,
k=1 k=1 I<i<j<n
« Onal (1) (cest I'égaitétrividle a’= a?) et 0 (2) (Cest lacélébreidentité: (a, + a) = aZ+aj + 2a,a,)
* Montrons que, pour toutn = 2 : Omn=0(Mn+1)

n 2 n
Soit n > 2. Supposons [ (n) : (Zak] = Zaf +2 Z aa,
k k=1

=1 I<i<j<n
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n+l 2 n 2 n 2 n
S TN B SN S
k=1 k=1

k=1

n+1 2
D'apres [ (n) : [Zak] zak +2 z &3, +2an+lzak+ ata
k=1

I<i<j<n
Tenant compte des conditions: i O [1;n-1]etjOfi +1;n]

+1 n+1l
(nza"] =Zak+22 Z@a +2an+12a1 + 28,801

i=1 j=i+1

n+1l n+1
{Zak] Zak+22[2aa + By
k=1

i=1\j=i+1

+zanan+1

n+1 n+l n-1 n+l
) F S

k=1 i=1 j=i+l

[”Z”ak]zfzﬂ +22 %aa

k=1 i=1 j=i+1

2 n+1
ak]: ai+2 Z aa,

k=1 I<i<j<n+l
CequiestO(n+1)
On a donc bien montré que:: On=20(M = O(n+1)
Bilan:onal (1), (2) et (Un=>2,0(n)= 0O (n+1))doncona: d(n),On=>1:
n
{Zak] Zak +2 Z a3,
k=1 I<i<j<n

2
Exemple: (n=23) (ay+a,+ag) = a’+ad+ad+ 2@a, + ayas + aas)

3) On considére la propriété [ , définie pour tout n O N, par :

0@y Y k2= MDY

k=1 6
e Onall (1) puisque 12 = 1x ?( 3 .
* Montrons que, pour toutn = 1: Omn=0(Mn+1)
n
Soit n > 1. Supposons O (n) Zkz - nn+BEen+D
— 6
k=1
n+l n 5
Ona: DK2=DK2+(n+1)
k=1 k=1
o n(n+1)(2n+1) 2
Et daprés 0 (n) : ZKZZT"‘(W"D
k=1
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n+1

En factorisant par (n + 1) : Z 2= (n* D[(n(2n+1) +6(n +1)]
k=1

6

“ikz _ (n+D(@n*+7n+6) _ (n+1(n+2)(2n+3
k=1 ) 6 ) 6

CequiestO(n+1)
On a donc bien montré que:: On=>1,0(M = O(n+1)

Bilan:onal () et(On=>1,0(n)=0(n+1))doncona: O (n),On>1:

z“: (2= Nn+(2n+1)

k=1 6

On considére la propriété [ , définie pour tout n O N, par :

O(n): zn:k3= n(n+)°
k=1 4

: 3_12x2?
e Onal (1) puisquel = 7
* Montrons que, pour toutn = 1: Omn=0(Mn+1
n 2 2
Soit n > 1. Supposons O (n) Zk3= %
k=1
n+l n 3
Ona: 2k3:2k3+(n+1)
k=1 k=1
n+l 2 2
Et daprés 0 (n) : = D7, (n+ 1)3
k=1

atl 202 2 2
Enfactorisantpar(n+1)2:zk3= (n+1) (”4+4”+4) _ (n+1) in+2)

k=1

Cequiestd(n+1)
On a donc bien montré que: On=1,0(M) = OMn+1)

Bilan:onad () et(On=>1,0(n)=> d(nh+1))doncona: O (n),On=>1:

i 3o n?(n+1)2
k=1

4
n + l
Et comme, on sait que : Z k=nn+D
- 2
k=1
0L (&) P’
On afinalement : k3= k|l ="~
2= 3
k=1 k=1
. n(n+1)
Autre méthode, sans récurrence : on considére un carré C de coté Z k= Y

k=1
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On définit A; par I'aire d'un carré de c6té 1

Puis, pour tout k > 2, A, par 'aire de "I'équerre de largeur K"
k(k +1)
2

(Différence entre les aires des carrés de coté et celui de coté

(k-Dk
5 )

2
n
On calculel'aire de C de deux fagons. D'une part, c'est (z k] .
k=1

n
D'autre par, c'est Z A (Leséquerres partitionnent C)
k=1

Or,pourk=> 2:

. (z":éjz_ {k‘lg]zz (k(k2+l)]2_ (@]ﬁkxkz:kg

£=1 =1
n n 2 2 2
D'ou: k3: ( k] = M
k=1 k=1 4
A
Ay
Ag
A| 3 4 k
L1
13 6 10 (k -1k k(k +1) n(n+1)
2 2 2

4) Soit x [0 ]-1, +eo[. On considere la propriété la propriété [ , définie pour tout n O N, par :

. n
OM): (1+x)"> 1+nx Il sagit de linégalité de Bernoulli.

e« Onal (0) puisque (1 + x)0 > 1+ Ox pour tout x [0 R,.

* Montrons que, pour tout n O N : Omn=0(Mn+1)
Soit n O N. Supposons [ (n) : (1+x)" > 1+nx

Or, 1+ x> 0, donc en multipliant I'inégalité ci-dessus par (1 + x), on obtient :
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(1+%)™ > @+ )L +x)

Or: A+n)(L+x)=1+x+nx+nx>=1+(n+1)x+nx?
Commenx?>0,ona: (1+n)(L+%) =1+ (n+1)x
D'ou: (1+X)" > 1+ (n+1)x

Cequiestd(n+1).
Bilan:onad (0) et (OnON,O(n)= 0O (n+1))doncona: O (n), OnON:

(1+x)" > 1+nx

Remarque : lorsque x [0 R, cette inégalité se démontre également avec la formule du bindme de Newton :

n

(1+x)"= Z(C,'j)xk

k=0

Or, lasomme ne contient que des termes positifs (puisque x > 0). Donc :

1+x zck k

0 1
Et comme COx =1et Cix =nx,ona:

(1+x)" > 1+nx

5) On considére la propriété [ , définie pour tout n O N, par :

0 Z p(p+1) n+1

e Onal(1).
+ Montrons que, pour tout n O N : Omn=0(Mn+1)
S 1 n
Soit n O N'. Supposons [ (n) : ;p(p+1)=m
n+1 n
Alors: Z 1 - 1 + 1
Zp(p+D)  &p(p+D  (n+D(n+2)
n+1
Et daprés 0 (n) : Z 1 .. + 1
p(p+l) n+l (n+D(n+2)

p=1
En réduisant au méme dénominateur :

n+l

z 1 _ nn+2)+1 _ n?+2n+1 _  (n+1)? _ (n+))
pet p(p+1) B (n+H(n+2) B (n+H(n+2) B (n+H(n+2) B (n+2)
CequiestO(n+1).

Bilan:onad (1) et (OnON", 0 ()= O (n+1))doncona: 0 (n), OnON":
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n

z 1 _ n
p(p+1) n+1

p=1

Autre méthode : en remarquant que rt 1 1 , On obtient, par télescopage :
p(p+) p p+l

n

z 1 = y i— 1 :1—L:L
pzlp(p+1) calp p+1 n+l n+1

6) On considere la propriété O, définie pour tout n O N, par :
a(ny: cos(n)(x) = cos(x+ ng) et sin(n)(x) = sin(x+ ng)

e Onaclairement] (0).

e Montrons que, pour toutn O N : OMm=0(Mm+1)

. Q) Tt . () . Tt
Soit n O N. Supposons O (n) : cos (X) = cos(x+ nzj etsin (X)) = sm(x+ nzj

Onaadlors: cos(n+l)(x) = —sjn(x+ ngj et sjn(nﬂ)(x) = cos(x+ ngj
. I . s
Or, —-sin(A) = cos(A+§) et cos(A) = sm(A+Ej
(n+1) Tt . (n+1) . Tt
Donc: cos (x)=cos(x+(n+1)zj et sin (x)=sm(x+(n+1)§)

Cequiest(n+1).
Bilan:onad (0) et (OnON,O(n)= 0O (n+ 1)) doncona: d(n), OnON:

cos(n)(x) = cos(x + ng) et sin(n)(x) = sin(x + ng]

7) Soit x [0 C. On considére la propriété O , définie pour tout n O N, par :
Om:L-x)@A+x+..+xX)=1-x"""*

e Onaclairement (0).

* Montrons que, pour tout n O N : n=0(Mm+1)
Soitn ON. Supposons 0 (n) : (1 -X)(L+x+..+x)=1-x""*
Ona: A=A +x+ . +X+X"" Y=L - L+ x+...+xX)+ (@ -xx"**
Daprésd (n): (L=X)(L+X+ .. +X" +X"") =1 - x4yt 227 — 142
Cequiest O (n+1).

Bilan:onad (0) et (ONnON,d(n)=> O (n+1))doncona: O (n), OnON:

A-X)L+x+..+x)=1-x"**

8) Soit x 0 C et a O C. On considére lapropriété O , définie pour tout n O N, par :

On):x"—a"=(x—a)(x" ' +ax" 2

+..+ah
e Onaclairement (0).

e Montrons que, pour toutn O N : (nN=0(Mm+1
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Soit n O N. Supposons 0 (n) : X"—a"= (x—a)(X" ' +ax" 2 +...+a" %)
Ona:
x—a)(x"+ ax" t+aX i+ . +a  x+a) = (x—a)x" + (x—a)aX" t+ax" 2+ .. +a" Y

D'apres (n) :
x-a)(X"+axt+axX" 4L ra  x+a) = X" Lo +a(xX-a) = x" T -att
Cequiest(n+1).
Bilan:onad (0) et (OnON,O(n)= 0O (n+ 1)) doncona: d(n), OnON:

X'-a'= (x—a)(x"t +ax2 + ... +a™)

9) Fixonsu O R. On considére lapropriété (1, définie pour tout n O N, par :
O (n) : |sin (nu)| < n|sin u|
On aclairement [0 (0) et 0 (2).
Montrons que pour tout n O N : OMm=0(Mm+1)
Soit n O N. Supposons O (n). Comme
sin[(n + 1)u] = sin(nu)cos u + sin(u)cos(nu)
Isin[(n + 1)u]| < |sin(nu)| + |sin(u)|
Et d'apres O (n) : [sin[(n + L)u]| < n|sinu| + |sin(u)]|
D'ou: [sin[(n + L)u]| < (n+ 1) |sin(u)]
Cequiest O (n+1).
Bilan:onaO (0) et (OnON,d(n)=> 0O (n+1))doncona:(n),OInON:

[sin (nu)| < n|sinu|

II) Principe de récurrence "forte" (ou avec prédécesseurs)

Théoreme : (principe de récurrence "forte")

Langage mathématique Langue francaise
Si: Si:
o [hyON:0O(no) » Lapropriété est vraie a partir d'un certain rang ny
e On=ny » Pour tout rang n plus grand que no, les propriétés

des rangs compris entre ny et n entrainent la
(O @m) OmO[ng;n]=0(n+1)
propriété au rang n + 1.
Alors: Alors:

On = no, O (n) Lapropriété est vraie atout rang plus grand gque no.

Démonstration :
Le principe de récurrence "forte" se démontre al'aide du principe de récurrence simple al'aide d'une propriété Q

bien adaptée :
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Q(n)="0 (m), Om O [ny; n]" pour n = ng

+ OnaQ(no) car Q(ng) = (no).

* Montronsque pour toutn = Ny : Q(n) = Q(n+1)
Soit n > ny. Supposons Q(N) : O (m), DOm0 [ng; n]
Par hypothése, ceci entraine O (n + 1).
Onadonc: O (m), OmO [ng; n+1]

Cequi est Q(n +1).
D'aprés |e principe de récurrence simple, on adonc :
Q(n), On > No

Clest-a-dire: O (m), DOm0 [ng; n]
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