Suites récurrentes linéaires d'ordre 2 & coefficients complexes ou réels

Soient a, b 0 C.

On considére I'ensemble E,, = {u O C" définies par Up, Uy 0 C et upp=aum, +bu, OnON}

(Eap est I'ensembl e des suites récurrentes linéaires d'ordre 2 & coefficients constants fixés dans C)

Il est clair que: E.p est un sous espace vectoriel de c.
Deplus: dim(Eap) =2

En effet, il suffit de considérer I'application ¢ : Epp — C
u k> (Uo; Uy)

¢ est un isomorphisme de C-espace vectoriel. (En effet, ¢ est clairement linéaire et clairement bijective puisque
toute suite u de E, , est car actérisée par la donnée de ses deux premiers termes ug €t u;)
or, dim (C) = 2 donc dim,(E,y;) = 2 également.
On peut donc construire une base (u, v) de E,, en considérant u = ¢ (1 ; 0)) et v = ¢ (0 ; 1)). (Image
réciproque par ¢ de la base canonique du C-espace vectoriel (Cz)
Recherchons les suites géométriques éléments de E, .
SoitvO C" définie par vy = o (a O C).
VOE < a’-aa-b=0
Notons A; et A, les deux racines complexes de |'équation caractéristique r — ar — b = 0. (Elles existent car C est
algébriquement clos)
Ainsi : VOEs, = Va=()" ouvy=(\)"
On en déduit laforme générale (et explicite) des élémentsde E, p, :
» SiAjet A, sont distincts, on montre que les suites ()\’1) et ()\”2) sont indépendantes d'ou :
U =A(A]) +B(N3) oA BOC
* SiA;=A,=A, 0n montre que les suites ()\” ) et (n)\“) sont indépendantes d'ou :
un:(An+B)()\“) ollA BOC
Sous-cas spécia : A = 1. Lasuite (uy) est alors arithmétique.
Casparticulier : a, b 0 R. Mémes résultats que précédemment (en remplagant C par R) sauf dansle cas ou A, et
A2 sont des racines complexes conjuguées distinctes : on pose dans ce cas:

AT

5 :Re()\”) et g= NN :Im()\”)

f 2i

On vérifie que f et g sont des suites (réelles) indépendantes de E, ..
Ennotant A = pe'®, il vient donc :

U, =Ap" cos(nd) + Bp"sin(nd) ol A, BOR
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Cas des suites linéaires du second ordre a coefficients constants avec "'second membre constant”

Il sagit des suites (up,) définie par u, u; O C puis par larelation de récurrence :
Us2=aUyi+bu,+c OnON avecc#0.

Posons, pour toutn O N : Vp = Uy + A

Onaains : Viep = Uz tA =a@Upg tbu,+c+A=a(Vpe —A) +b(vy—A) +Cc+A

Vo =AVpi tbva—aA—bA+c+A

Lorsquea + b # 1; il suffit de choisir A=_—C
a+b-1
Ainsl, Vnsz = @Vpsr + b v,

On applique alors ce qui précede pour expliciter (v,,) puis (uy).
Lorsguea + b =1, on calcule u, puison procede ains :
Us2=aUygi+bu,+cC
Un+3 = @ Unez + D Unig +C
Par différence: Uz = (@ + DUpsp + (b — @)Uneg — bu,
Etcommea+b=1: Unz = (@ + DUpsz + (1 — 28)Une1 — (1 — Q)U,
On est ainsi ramené a une récurrence linéaire d'ordre 3 d'équation caractéristique :
E:r*-@+rf+RRa-Yr+1-a=0
Il est clair quer =1 est uneracinede (§).
De plus, on aen dérivant : 3r’— 2(a+ 1)r + 2a—-1=0.

Donc I'ordre de multiplicité de laraciner = 1 dans (§) est au moins 2.

En effectuant le division euclidienne der® - (a+ 1)r’ + (2a— 1)r + 1 —a par (r — 1)% on obtient :

€ :(r-DXr-bH=0
On en déduit une expression de (up,) :
Sbzl: U, = (An+B) + Cb"
Sib=1: U, = (An* + Bn + C)

Autre approche :
Larelation de récurrence U2 = a U1 + b U, + ¢ Sécrit matriciellement :

=2 lan) (o)

u, 01 0y .. .
Posons X, = VA= eB= JAiIng
Unyq b a c

Xne1 = AXn + B

Si lasuite (X)) admet une limite Q, on a nécessairement :

Q=AQ+B
(I-AQ=B
N 1 -
Ou: | -A=
(—b 1—aj

S | - Aestinversible, tout vabien. On retrouve laconditiona + b # 1.
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Dans, ce cas, en posant : Y, =X,—-Q
On obtient une suite (Y,)) qui est géométrique. En effet :
Y1 = Xt — Q = A(Y, + Q) + B - Q = AY,
On en déduit : Yo= Ay =A% — Q)
D'ou: X =AX - Q)+ Q

Lecalcul de X, (et donc de u,) sefait al'aide des puissances de la matrice A et de Q.
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