EXERCICES REDIGES SUR LES SUITES DE NOMBRES REELS

Exercice 1 Quelques résultats théoriques

Démontrer que:

N o ok~ w DB

Toute suite convergente est bornée.

Toute suite croissante et non majorée diverge vers +o.
Si une suite converge, alors salimite est unique.
Lasuite determe général (-1)" n'a pas de limite.

Si (uy) est bornée et (v,)) converge vers 0 alors (unv,) converge vers 0.

Toute suite divergente vers +oo est minorée.

Exercice 2 Comportement asymptotique des suites géométriques

1. Démontrer I'inégalité de Bernoulli :
pour tout réel x positif et tout entier naturel n, ona: (1+x)" > 1+ nx

2. Soit (u,) une suite définie par : u, = a" avec a € R. Démontrer que :

S ae]l; +oo dors(u,) est divergente (vers+oo)
S a=1alors(u,) est constante (donc convergente vers 1)
Siae]-1; 1] aors(u,) est convergente vers 0

S a e ]-o; -1] dors(u,) n'apasdelimite.

Exercice 3 Etude d'une suite récurrente

Soit f lafonction définie sur [-1, +oof par : f(X) = 1L2X
1. Etudier lesvariations de f.
!
2. Soit (uy) la suite définie par : 072
Upyr = f(un)

Démontrer que, pour toutn e N,ona: O<u,<up:<1

b. En déduire quela suite (u,) converge.

Démontrer que, pour tout n € N, on a:
1
[Uny — 1] < > [un, — 1]

En déduire que, pour toutn € N, on a:

1 n
lun — 1] < (E) luo — 1

En déduire lalimite de la suite (up).

Toute suite convergente d'entiersrel atifs est stationnaire et a pour limite un entier relatif.
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Exercice 4 Sriesde Riemann

A

On appelle "série" toute suite définie par une somme.

Les séries de Riemann sont les suites définies pour n € N par :

Nous allons éudier le comportement de ces séries pour certaines valeurs entiéres de a.
0. Démontrer que la suite (u,) est croissante. (Quelle que soit lavaleur dea € N)

1. Dans cette question, oo = 1. On adonc:

(Cette série porte encore le nom d"harmonique’)

a. Démontrer que, pour tout n e N ;
Upy = 1 +U
2n 2 n

b. En déduire que (u,) diverge.

2. Dans cette question, on suppose oo = 2. On adonc :

k=1
a. Démontrer que, pour tout entier k > 2, on a:
1,11
k> k-1 k

b. En déduire que (u,) est majorée par 2.
Pour o = 2, lasuite (u,) est croissante et majorée, donc convergente.
3. Dans cette question, on suppose a. = 3.

Démontrer que (u,) converge.

Exercice 5 Quitesde Héron

Soienta € R et f lafonction définiesur R™ par :

0= 3 (x+2)
2 X
1. Démontrer que pour tout x € R*, on a:

(x—a)(x+a)

22

f(¥)=

En déduire le tableau de variations de f sur R”.
2. On considéere la suite (uy,) définie par :
{UO = E(\/a)'f'l

Upyp = f(un)
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a) Démontrer, par récurrence, que pour toutn e N, on a:

\/5<un+l<un < Uo
En déduire que la suite (u,) est convergente.

b) Démontrer que, pour tout n e N ;
1
Un+1 — \/5 < E (Un —\/a)
¢) En déduire, par récurrence, que pour toutn € N ;

0<u,— Va< (%)n (u—a)

d) En déduirelalimite delasuite (uy).

Exercice 6 Etude d'une suite récurrente linéaire d'ordre 2
Considérons la suite (uy), définie pour tout n € N, par :

Upo = 5un+1 - Gun

U =1
W=2
Démontrer que pour tout n € N ; Uy = 2"

Exercice 7 Moyenne arithmético-géométrique
Soient a et b deux rédstelsquea>b > 0.
Soient (a,) €t (by) les suites définies par :
ao=2a; b=b

vneN, an= an;bh et anrl:'\/anh']

Démontrer que (a,) et (b,) convergent vers une méme limite.

Exercice 8 Divergence des suites (cosn) et (sin n)

Démontrer que les suites (sin n) et (cos n) divergent.

Exercice 9 Etude d'une suite définie de fagon implicite

Pour tout entier n > 2, on considére lafonction polyndme P, définie pour tout x € R, par :

n
Pa(X) = z X< -1
k1

1. Etudier, pour tout n > 2, le sens de variation de P, sur R, et préciser P,(0) et Py(1).
En déduire que, pour n = 2, P, admet une unique racine a,, dans]0, 1[. (On donnerala valeur exacte de o)

2. Démontrer que pour tout n > 2 : Pn(oth.1) <0
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En déduire le sens de variation de la suite (a,). La suite (a,) converge-t-elle ?

3. a. Démontrer que pour tout x = 1, on a:

n+l
PL(x) = X 2x+1
x-1
En déduire que pour tout n = 2 : an™t— 20, +1=0

b. Justifier, pour tout n > 2, lesinégalités suivantes:

an<op<l1

0<20,—1< aj™

c. Endéduirelavaleur delalimitedelasuite (o).

Exercice 10 Etude d'une suite arithmético-géométrique. Passage a I'euro
1. Chaque année, la grand-meére de Julien a déposé de I'argent dans une tirdlire afin de constituer une cagnotte
pour son petit-fils.
Elle a commencé le 1% janvier 1982 par un dépdt de 500 F. Depuis lors, €le a effectué un dépét chaque 17
janvier, en augmentant chaque année le montant de ce dép6t de 50 F.
On note:
e U, le montant, exprimé en francs, de la somme déposée dans latirelire le 1% janvier del'année 1982 + n.
(Ainsi, up =500, u; = 550, ...)
e s, le montant, en francs, de la somme contenue dans la tirelire apres le dépét de I'année 1982 + n.
(Ainsi, 55=500, s, = 1050, ...)
a) Calculer u,, puisexprimer u, en fonction den.
b) Calculer s, puisexprimer s, en fonction den.
€) Lel1¥janvier 2002, lagrand-mére de Julien effectue son dépdt habituel (en francs), puis offrelatirdire a
Julien. Quel est le montant de la somme regue par Julien ? Exprimer cette somme en francs, puis en
euros. (Rappd : 1 euro correspond a 6,55957 francs)
2. Avec le cadeau de sa grand-mere, Julien décide d'ouvrir un compte bancaire et d'y placer la plus grande
partie de la somme qu'il aregue.
Le 1% janvier 2002, il effectue un placement de 3000 euros, & intéréts composés, au taux annuel de 4%. (A
lafin de chaque année, les intéréts seront incorporés au capital).
De plus, chaque 1% janvier des années suivantes, il décide d'ajouter sur son compte la somme de 200 euros.
On note:
e C,lemontant, exprimé en euros, du capital disponible sur le compte bancaire de Julien aprés n années de
placement. (Ainsi ¢, = 3000)
o (uy) lasuite définie par u, = ¢, + 5000. (Ainsi uy = 8000)
a) Judgtifier que, pour tout entier naturel n, on a: cny = 1,04 ¢, + 200.
b) Démontrer que (u,) est une suite géométrique dont on précisera la raison.
¢) Exprimer u, en fonction de n, puis ¢, en fonction de n.
d) Combien d'années, au minimum, Julien devra-t-il attendre pour disposer d'une somme de 6000 euros sur

son compte bancaire ?
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EXERCICES REDIGES SUR LES SUITES DE NOMBRES REELS : SOLUTIONS

Exercice 1 Quelques résultats théoriques

1. Notons/ lalimitedelasuite (uy) et | l'intervalle]/ — 1, 7 + 1]. | est bien un intervalle ouvert centréen /.
Comme (u,) converge, a partir d'un certain rang N, tous les termes de la suite (u,) sont dans I. Autrement
dit:

nN=2N=/-1<u,</+1
e SIN=0,dorscestfini, (u,) est bornéepar lesréds/ — 1 et /7 + 1.
e SIN=> 1 dorsnotonsAl'ensemble{uo, ..., Un.1, £ — 1, £ + 1}, M le plus grand élément de A e m son

plus petit élément. Ains (u,) est bornée par lesrédsmet M.

2. Soit A e R’. Comme (u,) n'est pas majorée, il existe un rang N pour lequel :
Uy > A

Mais comme (u,) est croissante, pour tout n > N, on aura:
U, = Uy > A

Donc tous les termes de la suite sont dans I'intervalle JA, +oo[ apartir du rang N.
Comme ceci et valable pour tout A € R’ , on en déduit bien que (u,) diverge vers +oo.

3. Raisonnons par |'absurde. Supposons que la suite (u,) admette deux limites distinctes ¢, et ¢, avec (1 < /5.
Notonsd = /¢, — /1.
Comme (u,) converge vers /4, a partir d'un certain rang Ny, tous les termes de la suite sont dans I'intervalle
ouvert |, de centre ¢, et derayon % .
De méme, comme (u,) converge vers /,, a partir d'un certain rang N,, tous les termes de la suite sont dans

I'intervalle ouvert I, de centre /, et de rayon % .

Donc a partir du rang N = max(Nz, Ny), tous les termes de la suite sont simultanément dans |, €t 1,. Or ces
deux intervalles sont digoints (ils ne se chevauchent pas). Ce qui n'est pas possible.

Ceci prouve l'unicité delalimite.

Illustration :
Un
A X Iy Comment, a partir du rang Ny,
d touslesterme de la suite
) v : | pourraient-ils se situer dans ces
1 2
: deux "tuyaux" ?

(0] Nz Nl n
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4. Supposons, au contraire, que la suite de terme général (—1)" converge vers un certain rédl /.

Soit | = }(—% ; €+%[. | est un intervalle ouvert centréen /.

D'aprés notre hypothése, il existe un rang N a partir duquel, on aura:

D" el
. 1 n 1
Autrement dit : —=<(-1)"-t< =
2 2
. 1.3
Or, pour n pair, celadonne: 4 e}z ; E{
. . 3.1
Et pour nimpair : lel|-2:-=
pour nimp 34

D'ou une contradiction. Donc la suite considérée diverge.

5. Exploitons nos deux hypothéses :
Comme (u,) est bornée, il existe un réel M tel que pour tout n ;

|un| < M

Soit &£ € R . Comme (v,,) est converge vers 0, on aura a partir d'un certain rang N :

Vel i ol
Clest-a-dire: Val < ﬁ
D'ou: [Un| Val < ﬁM <g
Cest-a-dire: Uil € ]-€; €]

Cequi prouve bien que la suite (u,v,) converge vers 0.

6. Soit (un) une suite d'entiers relatifs convergeant vers un certain réd /.

Il existe donc un rang N tel que pour tout n > N, on ait :

1
lu, = £ < >
Autrement dit : U, € }(—% ; €+%[

Or, l'intervalle }( —% 0 +%[ qui est ouvert et de longueur 1 contient au plus un entier ¢ et comme I'entier

U, st aussi dans cet intervalle, on a: U,=¢C

On a prouvé que la suite (u,) est stationnaire (ou constante a partir d'un certain rang).

Par conségquent, la suite (u,) converge vers c e par unicité delalimitec = /.

7. Soit A e R’. Comme (u,) diverge vers +o, il existe un rang N tel que:

n=N= u,=>A
e SIN=0,aors, cest fini, lasuite (uy,) est minorée par A.
e Si N> 1aorsnotons mlepluspetit dément del'ensemble{ug; ... ; un.1 ; A}, @ingi, pour tout entier n ;
U = A

Donc (up) est minorée.
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Exercice 2 Comportement asymptotique des suites géométriques

1. Soitx € R,. On considérela propriété ¢ (n) définie pour tout n € N par :
en): (1+x)" > 1+nx

e Ona p(0) puisque (1 + x)0 = 1+ Ox pour tout X € R..

e Montronsque, pour toutn e N: o(n) = p(n+1)

Soit n e N. Supposons @ (n) : (1+%)" > 1+ nx

Remarque : on peut é&endre

cetteinégalitéax e ]-1, +oof

Commex >0, onaauss 1+ x> 0. En multipliant I'inégalité ci-dessus par (1 + x), on obtient :

(1+%)™ = (1 + ML +x)

Or: A+ +X) =1+x+mx+nx°=1+(n+1x+nx

Commenx®>0,ona: A+n)(1+x) =1+ (n+1)x
D'ol: (1+%)™ = 1+ (n+ Dx
Cequiest p(n+1).

Bilan : on a ¢ (0) et pour tout nde N : )= ph+1)
Donc, pour tout nde N, ona: o (n)

(1+%)" > 1+ nx

2. Etude du comportement asymptotique des suites géométriques.
e Supposonsa € ]1; +oof. Posonsx=a— 1. Alorsx € ]0 ; +oof.
D'aprés I'inégalité de Bernoulli :
a"= (1+x)" > 1+nx

Or, lim 1+ nx=+oo. Par comparaison, on en déduit :

nN—+w

lim a"=+o
n—+o0o
La suite (uy) diverge donc vers +o.
o Sia=1, lerésultat est évident.
e Supposons maintenanta € ]-1; 1[.
Si a=0, lerésultat est évident.
! 1
Sia= 0, posons: a=—
EY
Ainsi : ae]l; +oof
D'apréslerésultat précédent : lim am=+o
n—+o0o
Par passage a |'inverse, nous obtenons : lim |al'=0
n—+o0o
D'ou: lim a"=0
n—+o0o
La suite (uy) converge donc vers 0.
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e Supposonsa € ]—w ; —1J.
Raisonnons par I'absurde : supposons que la suite (") converge vers un certain entier /.
Soit | =E ; %{ .| est un intervalle ouvert centré en ¢. D'aprés notre hypothése, il existe un rang N a partir

duquel, on aura:

Autrement dit : E<a <=
Or, s est npair aorsa"> 0, d'ou : 0< =

0</?

Et s nestimpair dlorsa” < 0dol : §<O

<0

D'ou une contradiction. Donc la suite (2") diverge.

Exercice 3 Etude d'une suite récurrente

1 f=hOgOl]gZXe[—l,+oo[I—)lLZXechXe R.—> v/x.

Comme g est strictement croissante sur [—1, +oo[ €t h est strictement croissante sur g([—1, +oo[) = R4, on en
déduit, par composition, que f est croissante sur [—1, +oof.
2. a Onconsidéerelapropriété o définie, pour n € N, par :
O<up<U <1

e Commeu; = 1+2u0 =§,on abien:

O<u<u<1
D'ou ¢ (0). Lapropriété o estinitialisée au rang 0.
e Soitn e N. Supposons g (n) : O<uUp<Upy1<1
Comme f est strictement croissante sur [0 ; 1] (puisqu'ellel'est sur [-1, +oo[), on a:

J(©) < f(un) < f(unia) < f(2)

- 2
Cest-a-dire : % <Up1<Up2 <1
D'ol : O<Um1<Up2<1

Cequi est p(n+1).
Lapropriété g est donc héréditaire a partir du rang O.
Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit : g (n) pour tout n € N.
Cest-a-dire: 0<Uy<Upy<1pourtoutne N
b. On vient devoir que la suite (u,) est croissante et majorée (par 1), donc elle converge.

c. Pourtoutne N,ona:
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n _ n
Upy — 1= 1+2un_1: 12 3 : 2 _% 1un—1
Ty g Ty g \/+un 1
2 2 2

Or /ﬂ > 0, dou ,/1+u“ + 1> 1etpar passageal'inverse: ;<
2 2 1+u,
2

N 1
D'ou: [Uniy — 1] < > [un, — 1]

d. Soit P lapropriété définie, pour n e N, par :

1 n
lun — 1] < (E) luo — 1

On aP(0).
S P(n) aors:
2¢ 1 PM 1 /1\"
[Unis — 1] < 2 lu,— 1 < 5 (E) luo — 1]
1 n+1
D'ol : [Uny — 1] < (E) [uo — 1]

Cequi est P(n + 1).

+1

Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit que pour tout n € N, on a P(n), c'est-a-dire:

1 n
lun — 1] < (E) luo — 1

n
Comme lim (E) = 0 (limite d'une suite géométrique de raison % e ]-1; 1[), nous avons:

nN—+o

lim Ju,—1|=0
n— -+
D'ou: lim u,=1
n—+o0
Exercice 4 Sriesde Riemann
. . 1
0. On a, pour tout entier n e N : Uy — U= —>0
(n+1)*
Donc la suite (uy,) est strictement croissante.
1. a Pourtoutne N,ona:
&1 1 1
Ugn = Un + ZZU+NXx —Z= U+ =
Sk 2n 2
=n+1

b. Montrons par récurrencela propriété g, définiesur k e N, par :
@ (K) il existeun entier ntel queu, > k
Commeu; =1, on a ¢(0) (et méme g (1)).
Soit k € N. Supposons g (K). Il existe donc un entier n tel que:
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\%
=~

Un

Mais d'aprés la question précédente :
Ugn = Ugp + %>un+l>k+1

Pour I'entier m=4n, on auy, = k+ 1 dou g (k+ 1).

Donc la propriété ¢ est vraie pour tout entier k.
La suite (u,) n'est donc pas majorée. D'apreés I'exercice 1 (question 2), la suite étant croissante et non

majorée, elediverge.

1
2. a Pourtoutk>=>2: — <

b. Ona:

Donc (u,) est majorée par 2.
Pour o = 2, lasuite (u,) est croissante et majorée, donc convergente.

3. Dans cette question, on suppose o = 3.

. 1
Comme, pour toutk e N', ona: L < —
k* k
- 1
On auraauss : Uy < — s2
k=1 k

Donc (u,) converge (puisgue croissante et majorée).

Exercice 5 Quitesde Héron

1 a
JX) = 5 X+ X Remarque : cette
fonction f estimpaire.

1. Pourtoutx e R",ona:

Fog= Lo Lo -a_ (x—a)(x++a)
2 X2 2P 2x°
Tableau de variationsde f sur R :
S . :
X - _ \/5 0 \/5 +oo Judtification des signes
sgnedex-+a - - - 0 + x—Ja >0 ox=> Ja
sgnedex++a - 0 + + + x+vJa >0 ox>-
signe de 2x* + + 0 + + Un carré et positif ou nul
dgnedeladérivée ' + 0 - - 0 +
Ne pas oublier de compl éter
—+a +00 +00 le tableau de variation avec
iations d lesvaleursdeslimites et
variations de f des éventuels extremums.
—00 —oq Ja
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Les limites: lim f(X)=+w car lim 2=0 e lim x= o

X—>+00 X—>+0 X X—>+00

. . a .
[im f(x)=+w car lim —=+c0 & lim x=0
x—0" x—0" X x—0"

Leslimitesen —o et O° sen déduisent facilement en utilisant le fait que f est impaire.
2. @) Notons g lapropriété définie, pour n € N, par :
o (n) '@ < Unst < Up < Up

Montrons que o estinitialisteaurangO:

Commeuo = E(va)+1, onava<uetdonca< ug.

N 1 a 1
D'ou : U=—=|U+— | <=(Ug+Ug) =U
1 2(0 Uoj 2(0 0) o

Par ailleurs, f est strictement croissante sur [«/5 ; +o0[, donc comme Ja<ug ona:
f(Va) < f(w)
Ja<uy
On adonc bien : Va<u<u
D'ou (0).

Montrons que ¢ est héréditaire apartir durang O :

Soit n € N. Supposons g (n) : Va < U < u, < U
Comme f est strictement croissante sur [«/5 ; Ug], ous avons :
F(Va) < f(Un) < flun) < £ (o)
D'olr : Va < Upiz < Upey < Uy < Ug
Cequiest p(n+1).
Bilan : on abien, pour toutn e N : Va < Uiy < Uy < U
En conséquence, la stiite (u,) est décr oissante et minor ée (par ~/a) donc conver gente.

b) Pour toutn e N, ona:

Ut~ f:%(un+ij— Va= 1o+ 2 Vo

n 2uﬂ
Or, d'aprés la question a), on sait que: JVa<u,
Par passage al'inverse: i<£

u, a
D'ou: Un+1—\/5<%un+€—«/5

1 +a
Un1 — \/a<§un_ 7

Ui Va < 2 (u,—a)
2

c) Soit g lapropriété définie, pour n € N, par :
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o(M):0<u,- va< @)n (6o -a)

1 0
e Ona:0<uy- a< (E) (u—a) dou »(0).

e Soitn e N. Supposons ¢ (n). Alors:

2.b) 2.0) (n)
0 < tha-Va < - (u,-Va)'= EX(E)”(UO_@)

Cequiest p(n+1)

Bilan : on abien, pour toutn e N :

0<u,— Va< (%)n (u—a)

n
d) Comme lim (%) = 0 (puisque % € ]-1; 1[), nousavons:

nN—+o

nN—+co 2

lim (i)n (u-+a)=0

Du théoréme des gendarmes, on déduit : lim u, =+/a

N—+co

Exercice 6 Etude d'une suite récurrente linéaire d'ordre 2
On considére la propriété ¢, définiepour n € N, par :
¢ (n) : pour tout entier m < n, Uy, = 2"
e Commeuy=1letu;=2,0na p().
e Montronsque, pour toutn = 1: )= ph+1)
Soit n = 1. Supposons g (n) :  pour tout entier m < n, Uy, = 2"
Alors: U1 =5x2"—6x 2" =10x 2" -6 x 2" =4 x 2" = 2"
D'ol p(n+1).
Bilan:ona g (1) et (pour tout n € N, o (n) = @(n+1))doncona: @(n), pourtout n € N dol:

pour tout entier m, Uy, = 2™

Exercice 7 Moyenne arithmético-géométrique
Il suffit de montrer que (a,) et (b,) sont adjacentes.

a;+2ab,+b

by
4 an

Pour tout n € N, on a: a2, -b%, =

2
D'ou: (Bors — D) (Bors + boss) = (@) >0 @

Et comme (a,) et (b,) sont positives (faire une récurrence), il vient, pour tout n e N
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any1 = bn+l
Enfin, comme ay > by, on apour toutn e N : a, = b,
Bien que ce résultat ne soit pas une hypothése nécessaire du théoréme des suites adjacentes, on I'utilise pour

prouver les suivants:

o En effet, dunepart, pour tout n e N : apg < a”;q“ < & ;a”

< @n
Donc la suite (a,) est décroissante.

e Dautrepart, pour tout n e N : b, — b, = J/ab, —b,= /b, ({/a, - 4/b, ) =0

(par croissance det > /'t sur R.)
Donc la suite (b,) est croissante.

e On considére maintenant la propriété g définie pour n € N par :

a_
SO(n) S 8nh— bn < 2n
* Onabiensir p(0).
* Montronsque pour toutn e N, p(n) = p(n+1):
Supposons @ (n) : a,— by, < a2—nb
Utilisons la propriété : 0SX<Y = (Y-X?<Y-X?

(Pour le démontrer, il suffit de multiplier l'inégalité Y- X < Y+ Xpar Y- X = 0)

CommeO < b, <a, ona:

) —b.\2 2 (a-p)2
(an+1 - bn+l)2 < a§+l - br%+l < (aﬂ 2 bn) < (22n+g

|a-b]

2n+1

Et par croissancedet = Jtsur R, [ani1 — bria] <

Et comme, b, < a, pour tout n, on a p(n+ 1).

Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :
a-b
2ﬂ

pour tout n e N, o (n) : a,— by <
D'ol, par comparaison : lim (a,—by) =0
n—+o0o
On a donc prouvé que les suites (a,) et (by) sont adjacentes.
Elles convergent donc vers une méme limite (appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b. On ne

connait pas d'expression de cette limite mais elle est liée aux intégrales elliptiques de 2°™ espéce...)

Exercice 8 Divergence des suites (cosn) et (sin n)

Supposons que la suite (cos n) converge versun certain réd /¢ e [-1, 1]. : :
Nous faisons un rai sonnement

par I'absurde.

On sait que: cos(n+1)=cosncosl-sinnsinl

Les suites (cos(n + 1)) et (cos n cos 1) ont, par hypothése, une limite.

On en déduit, par différence quela suite (sin nsin 1) aussi.
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Comme sin 1 est non nul, la suite (sin n) converge vers un certain réd k =

Ceréd kest non nul car cos1 # 1.

En outre, on sait que: sin(2n)=2cosnsinn
En passant alalimite, on aurait : k=2/rk
Et commek = 0: (:%
Par ailleurs, on sait que : cos(2n) = cos? n — sin’n
En passant alalimite, on aurait : (=0 —-1-1%
D'ou: 20°-1-1=0

l=1loul= 1

2

D'ol une contradiction.

Donc les suites (cos n) et (sin n) divergent.

Exercice 9 Suite définie de facon implicite

£(cosl-1)

sinl

1. Lafonction P, étant polynomiale, elle est dérivable sur R et pour tout x € R :

n

RrOg= Dl
k=1
Onadonc: P/>0 sur R}
D'ol: P, est strictement croissante sur R..

(Lagtricte monotonie sur R, découle du fait que la dérivée ne sannule qu'en un seul point sur R.)

Deplus, P, est continue sur R, et pour tout n > 2, on a:

Pr(0)Py(1) =-1x(n—-1)<0

On en déduit (théoréme de bijection appliqué a P, sur 0, 1) que P, admet une unique racine o, dans 0, 1[.

Etudeducasn=2:onaalorspour tout x € R :

Py(X) = x°+x—1

Lesracines de P, sont : —1—2«/5 <0 @ _1;@
Onadonc: oy = —1;«/5

2. Ona, pourtoutn > 2:

n+1

n

k k n+1

Pn+l((1n+l) = z Olni1 -1= Opyg +0nyg
k=1 k=1

Or, Ppa(0in,1) =0 & al1>0, dou: Pr(0tni1) <0
Deplus, Py(a,) = 0. L'inégalité ci-dessus sécrit :

Pr(otn1) < Pn(otn)

Comme P, et strictement croissante sur R, il vient, pour toutn > 2:

€10, 1]

—1= Pn((lnH_) +

n+1
n+1
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Olng1 < Ol
Ce qui prouve que la suite (o) est décroissante.
Comme €elle est de plus minorée par 0, €lle converge.

3. a Pour tout x = 1, on a d'aprés la formule de sommation de termes consécutifs d'une suite géométrique :

G X" 2x+1

Pr(X) =
) x-1 x-1

Comme, pour tout n= 2, on aP,(a,) =0, il vient :

an™t— 20, +1=0

b. Lasuite (o) étant strictement décroissante, on a évidemment pour tout n > 2;

n < Ol
(Ceux qui n'en sont pas convaincus peuvent le démontrer par récurrence)

Et comme o, € ]0, 1 (vu alaquestion 1), on abien pour tout n > 2;

a, <o <1
Par stricte croissance, sur R, del'application t > t"*1, il vient :
arr1]+l< (12+1
Et d'aprés la question 3.a. : 20, - 1< af™t
Or, a, €10, 1] donc 2a,— 1 €]0, 1] d'ou:
0<205,—-1< aj™
c. Commea, €]0,1[,ona: lim a5™=0
N>+
D'ou, d'aprés le théoreme des gendarmes :
lim (2un—1)=0

nN—+w

Et finalement : lim an=%

nN—+w

Exercice 10 Etude d'une suite arithmético-géométrique. Passage a I'euro
1) @ u;=u;+50=600
Chague année |e dépdt augmente de 50 F, donc :
Un+1 = Uy + 50
La suite (uy) est donc arithmétique deraison r = 50.
Delardation u, = ug + nr, on déduit :
U, = 500 + 50n
b) s =u+ Uy + U, =1650
Le montant, en francs, de la somme contenue dans latirelire le 1% janvier 1982 + n est la somme de tous
les dépbts effectués entre 1982 et 1982 + n :
Sy=Ug+ U + ... + Uy,

C'est donc la somme des n + 1 premiers termes consécutifs d'une suite arithmétique.
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<)

2) a)

b)

<)

d)

Unetdle somme Sse calcule avec lardation :

N = nombre determesdelasomme=n+1

S= @ ou < P = premier terme de lasomme = u,
D = dernier terme de lasomme = u,
On obtient : S = w;‘ﬁu”)
Et d'apreslaquestion [14] : S = (n+1)(500;500+50n)
D'ou finalement : s, = (n+ 1)(500 + 25n)
On a: 2002 = 1982 + 20. Donc n = 20. Il sagit de calculer .
D'apréslaquestion [1b] : S0 =21 x (500 + 25 x 20) = 21000
Le montant regu par Julien est : 21000 francs
Soit en euros:: 3201,43 euros

Le 31 décembre de chaque année, le capital ¢, augmente de 4%. Il devient donc :

(1+ i) ¢, = 1,04c,
100

Deplus, lejour suivant (1% janvier), Julien ajoute 200 € sur son compte.
Le nouveau capital c,,; est donc : Cni1 = 1,04c, + 200
Montrons qu'il existeun réel qtel que: un,.1 = qu, pour tout ne N.
On a, pour tout n e N : Uny1 = Cny1 + 5000
D'apréslaquestion [2a] :  un,q = 1,04c, + 200 + 5000 = 1,04c, + 5200

Uns1 = 1,04(u,, — 5000) + 5200

Uns1 = 1,04u, — 5200 + 5200

Un+1 = 1,04uy,
La suite (u,) est donc géométrique deraison g = 1,04.
Comme la suite (u,) est géométrique, on ad'apréslareation u, = U :
Un = 8000 x 1,04"
D'ou: C, = 8000 x 1,04" — 5000
Il Sagit de déterminer le plus petit entier ntel que:
C, = 6000
8000 x 1,04" — 5000 > 6000
8000 x 1,04" > 11000

En divisant par 8000 : 1,04" = %1

D'apréslapropriété: A= B < InA=InBpourtousAetBde]O; +wof,0na:

In(1,04") = In(%l)

D'apréslardation : In(A") =nIn A, pour tout Ade]0 ; +oof et tout nde N, on a:

Si lelogarithme népérien n'apas
encore &¢é éudié, on peut
déterminer n par tatonnements.

Exercices rédigés sur les suites numériques Page 16 G. COSTANTINI http://bacamaths.net/



http://bacamaths.net/

nin(1,04) = In (%1)

En divisant par In(1,04) qui est positif (car 1,04>1etIn(x) >0 < x>1):

11
LG
In(L04)
In(li)
Or, d'apréslacalculatrice: —8/_~8124107%prés
In(L04)
On en déduit (n éant entier) : n=9

Julien devra donc attendre au moins 9 ans avant de disposer de 6000 euros sur son compte.
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