THEOREMES DE CESARO

Théoréme 1 version "suite convergente”

Soit (u,) une suite de réds convergeant versun réel /.

. P « Autrement dit, le théoréme de Cesaro
Alorslasuite (v,) définie, pour ne N, par:  v,= ZUK _
affirme que la convergence entraine la

convergence en moyenne.

converge également vers /.

(On dit que (u,) converge en moyenne vers ¢ ou converge au sens de Cesaro)

Démonstration :

Fixonse € R.

Comme (u,) convergevers ( : INeN,Vke N, (k=N = |-/ <¢¥)
1 n

Pour n>N,ona: vn—(=—2(uk—€)
N

n

13 13 1
Vo=l < S Jue—Cl< =) Jue—C+ = ) u—1|
n k=1 n k=1 n k=N+1

N
Posons A, = 1 Z|uk—€|.
n k=1

Il est clair A, — . Odonc: INeN,VneN,(n=N = |A|<¢g)
Pour n > max(N, N'), on aaors:
X n—N

1
Vo=l < A+ = z lu 2| <e+
k=N+1

£ < 2¢

Cequi prouve bien que (v,) converge vers /.

Remargue:
Une suite qui converge en moyenne ne converge pas nécessairement. Autrement dit, la réciproque du théoréme

de Cesaro est fausse. Voici un contre-exemple:
Un = (-1)"

_ n
(uy) divergetandis que la suite (v,,) définie par v, = % converge vers 0.

Théoréme 2 version "suite divergente vers +oo"

Soit (u,) une suite divergente vers +oo.

Alorslasuite (v,) définie, pour n e N', par : v, = 1 ZUK
n

diverge également vers +oo.
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Démonstration :

FixonsA € R.

Par hypothése : INg e N, Vne N, (h= Ny = u, = 3A)
Pour n> Ny, on a:
N, N,
1 & 1 < 1 & n—N,
vnzﬁkZ;uk+ﬁk%: uk>FZuk+3 - A
= =Np+1 k=1
1 N
Posons A, = = >y, @insi Vo= A, +3A-3-2A
n & n

llestclair A, —— O,donc: 3Ny e N, vneN, (n>N; = -A<A <A

N N
Deméme, -3—2A____, 0, donc:
N =
. N,
IN, e N, ¥ne N, (n>N, = -A<-3-2A<A)
n

Si bien que pour n = max(Nop, N, Ny), on a:
Vi = -A+3A-A
Vh = A

Cequi prouve bien que (v,) diverge vers +o.

Remargue : contre-exemple a la réciproque du théoréme de Cesaro, version "divergence vers +oo"
_ [ nsinestpar
" |0sinest impair
I est clair que (un) diverge (considérer les suites extraites (Uyp) €t (Uzpi1))

Montrons, cependant, que (uy,) diverge vers +oo au sens de Cesaro :

Posons, pour n € N : Vp= = ZUK

On a, pour toutp e N™ :

2p 2p p p
DS R A TR0 P b SYRE
= P ol P = P =
pair
2p+1 2p+1 p p

Vopi1 = 1 zukzi zuk: 1 ZUZj: 1 ZZJ: p(p+1)

2p+1 &~ 2p+1 &~ 2p+1 = 2p+1 = 2p+1
k pair

Les suites extraites (vop) €t (Vop.1) divergent toutes deux vers +oo, donc la suite (vi,) aussi.
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Hypothése supplémentaire pour obtenir |a réciproque du théoréme de Cesaro

Soit (up,) une suite monotone.

n
Soit (v, la suite définie pour n e N” par : Vo= L Zuk
n

On suppose que (v,) tend vers ¢ e R.

Alors (u,) tend auss vers /.

Démonstration :
Comme (u,) et monotone, €lle converge ou diverge (vers +oo ou —w0). Mais alors, d'apres le théoréme direct de

Cesaro, (v,,) aurale méme comportement. Donc (u,) se comporte bien comme (vy,).
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