PRODUIT SCALAIRE ET PRODUIT VECTORIEL

DANS L'ESPACE EUCLIDIEN

Avant toutes choses, nous avons besoin dans ce chapitre d'orienter |'espace, c'est-a-dire distinguer les deux types

de repéres suivants :

Repére
direct

Repére

| indirect

Soit un observateur se tenant debout, dans |'axe (O, K ), lespiedsen O et regardant le point I.

Un repére est dit "direct" si, I'observateur ale point J asagauche. 1l est dit "indirect” dansle cas contraire.

L'espace étant orienté, il est alors possible d'orienter tout plan de |'espace :
Soit (O, i . I ) un repére d'un plan P. Soit k un vecteur normal au plan P. On dira que le repére (O, i . ] ) est

direct dans P lorsgue le repére (O, i , ] , k ) I'est dans I'espace :

Repére du ki o i Repére du
) - - : lan indirect
plan direct P i / © P i/ P
Vi

Les bases de I'espace ou des plans sorientent de la méme fagon que les repéres.

Dans toute la suite du chapitre, les bases ou repéres considérés seront orthonormaux.

I) Définition du produit scalaire (euclidien) et conséquences

Définition 1
On se place dans une base orthonormale de I'espace. Soient u (xX;y;2et v (X";y";Z") deux vecteurs. On

appelle produit scalaire (euclidien) de u et v leréel noté u . v et défini par :

u.v=xx+yy +zz.

Exemple: Avecu (1;2:3)et v (2; 3 6), onobtient U.v =2 +6+ 18 = 26.
Remarques:

- 2 -2 - 2
e u.u=x2+y%+ Z2=|u| .Onnoteraparfois (convention) u =|u| .

— — - 2 - 2 - 2
Deméme, s A et B sont deux points,ona AB. AB=|AB| et onnoteraparfois AB =]AB| .
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* Sil'undesdeux vecteurs u ou v est nul aorsle produit scalaire est nul. Mais attention, u . v = 0 n'entraine

pas nécessairement (a: 6 ouv = 6 ). (Considérer par exemple u (1;2;0) et \7(2 ; =1 ; 0) pour Sen

convaincre)

- - - - - - - 2
e Si uet v sontcolindaires(v =ku)alors u.v=xk«+yky +zkz=k(x*+ y*+22) =k|u| .

Théoréme 1 Autres expressions du produit scalaire

- - 1 - -2 -2 -2
1 u.v:E(|u+v|—|u|—|v|)

2. Lorsqueaia e v# 6,6.\7:|a|.|;/|.cos(a,:/)

3. Lorsque u# 0, u.v=u.Vv ouV estleprojetéorthogonal de v surladirection donnéepar u .

Démonstrations:

Notons(x;y; 2 et(x';y";Z ) lescoordonnéesrespectivesde u et v.Onaaors:

- -2

lu+v] = (x+x)?+(y+y)+ (z+2) = P+ 2xx + X2+ Y2+ 2yy + y'2+ 2+227 + 72
Lo 2 2 2 2 2 2

Ju+v] =x"+y + 27+ X+ y+72°+2(xx' +yy +27)

-~ -2 -2 02 -

Ju+v] =Ju] +]v] +2u.v

D'ou I'expression 1.

Etablissons tout d'abord les expressions 2 et 3 dans un cas particulier :
S u et :/sontcolinéaires(:/:ka avec k0 R) alorson a:
[u v l.cos(u,v)=u|x[K Ju|xcos(u,v)
Or, [k x cos(u, v) =k (puisgquecos(u,v)=1sk>0etcos(u,v)=-1s k<O0)
Donc: |a |.|\7 |.cos(a , v )= k|a |2 =u.v (d'aprés une remarque précédente)

et u.v'=u.v (puisquedanscecas V' = V)

Dans ce cas, les expressions 2 et 3 sont vérifiées.

Supposons maintenant que u # 0 etque u et v sont non colinéaires:

7 u Ly . - -
Posons i = — . Soit j un vecteur coplanaireavec u et v tel que: B
[lull K

P Tt i
)= e =1
(iD= 2 elil

Soit k le vecteur orthogonal ai e }tel que labase

<\

(i ,] k) soitdirecte.
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Nous avons ains construit une base (i,j,k)

orthonormal e directe.
Danscettebase(? , 1 , k ),ona:
uul,0,0), v(Ivicos(u,v) |vIsn(u,v),0) et v (Iv|cos(u,V),0,0), doi:

u.v=Jul]v].cos(u,v)et u.v = Jullvicosu,v)= u.v.(Expressons2 et 3)

Exemple : ABCDEFGH est un cube d'aréte a. F
Calculons de plusieurs fagons le produit scalaire AE . DG : £
: H
Avec ladéfinition en considérant la base orthonormale (ﬂ , AB , E) : :
AD' AB' AE :
. . . Bi )
Ona AE(0;0;a)et DG(0;a;a)dol AE.DG=a’
Avec lecosinus: .
A D
AE . DG = AE x DG x cos( AE , DG ) =a x a+/2 xcos%:az.
Avec |le vecteur projeté :
AE .DG= AE.AF = AE. AE=AE’=4".
Définition 2
Deux vecteurs U et v sont orthogonaux s leur produit scalaire est nul :
udv = u.v=0
Conséguence : le théoréme de Pythagore
On ales équivalences suivantes :
- - - - - - Théorémel - - 2 - 2~ 2
uet v orthogonaux = u.v=0 = 2u.v=0 = Ju+v] =Ju] +]vi
Expression 1

Illustration :

Remarque : si un vecteur est orthogonal atout vecteur, alors c'est le vecteur nul.

En effet, on aaorsen particulier : u.u=0
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En notant (x, y, 2) les coordonnées de U : X°+ y?+ 22 =0

D'ol, nécessairement : X=y=1z

Et donc : a: 0

II) Propriétés du produit scalaire

Symétrie: u.v=v.u
Bilinéarité (linéarité par rapport aux deux variables) :

(U+Vv). W=Uu.w+v.w e (A\u). v=Au.v (linéarité par rapport alapremiére variable)
u .(\7 +\7v) ZU.V+U.W etu (A v )=A u.v (linéarité par rapport ala seconde variable)
Séparation : s u.u=0dorsu= 0.
Démonstrations :
Symétrie : évident d'aprés la définition.
Bilinéarité: notons (x;y; 2, (X' ;y' ;Z ) et (x";y";Z") lescoordonnées respectives de u , vetw.
(a+:/).\AI;I:(X+Xl)xll+(y+yl)y”+(z+ZI)Z”:XX”+XIXH+yy”+ yl y”+ZZ”+Zl ZH

=X Xn+y yn +ZZH+XI Xn yl yu +Zl Zu: u.w+v.w

(A u ). V =AXX' +AYY +AzZ =AXX +yy' +27")

Lasymétrie livre lalinéarité par rapport ala seconde variable.

Séparation: U.u=0 = %(|G+G|2—|G F-1u1’)=0 = %xzm I’=0= Jul=0=> u= 0
Exemple : al'aide de lalinéarité, démontrer que : ATB. ED:—gA. C?D

Exercice: ABCD est un tétragdre régulier d'aréte a. (Chagque face est un triangle équilatéral de coté a)

Démontrer que deux arétes opposées sont orthogonales :

D
Remarquons que AB.AC:ABXACxcos(AB,AC):axaxcosgz Ch
Deméme, AB. AD= —.
2 C
A
D'ou: AB. CD= AB.(AD- AC)= AB.AD- AB.AC= ?—720
B

Donc les arétes [ AB] et [CD] sont orthogonales. On procede de méme pour les deux autres.

Théoreme 2 Inégalité de Cauchy-Scwharz

Pour tous vecteurs u et v ,ona: lu.v|<|ulllv]

Démonstration : (dans le cas d'un produit scalaire quelconque, I'inégalité étant évidente pour le produit scalaire

euclidien en utilisant larelation u.v =] u ||| v || cos8)
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L'inégalité est évidentes v =0 .
Supposons désormais v 6 . L'idée de la démonstration consiste & considérer le carré scalaire :
POX) = u+Xv ||2 ou X est un réel quelconque
Comme c'est un carré, on a: P(X) = 0 quelque soit leréd X.
En utilisant les propriétés du produit scalaire :
POX)=(u+Xv).(u+Xv)=u.u+2Xu.v + v.vX2

Il apparait que P est un polyndme du second degré en X (puisque v 0 ):

PO = IV IPXE+2u.v X+ ulf
Et comme on sait que P est positif sur R, il admet au plus une racine. Son discriminant A est donc négatif.

A=4(u.v)-4lullvI)’ <0
Ce qui Sécrit encore : Cu.vy2<(ullvin?
Lafonction racine carrée étant strictement croissante, et tenant compte de larelation \/E =|A|, on obtient :

lu.vi<fuliv]

Cas d'égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

lu.vI=llulllvll = (u.vy=@ullllvi)? = A=0 = P admet une racine double X,
Si P admet une racine double X, alors ||a +X0\7 ||2:0donc G+x0\7 =0 (séparation). On en déduit que u et
v sont colinéaires.

Réciproquement, s u et v sont colinéaires alorsil existe un réel k (unique) tel que u=k v.En posant Xo = -k,
il apparait que P(Xo) = 0. Donc X, est une racine de P. Et comme X, est unique (puisque k I'est), c'est une racine
double de P.

Onadonc:

[u.v]|=Jlu|lllv] = uetv colinéaires

Application : la perpendiculaire commune.

Dans |'espace, on considere deux droites D et D' dirigées par des vecteurs u et v non colinéaires.

Montrer que, dans ces conditions, il existe une unique droite A perpendiculaireaD et D'
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Soit A un point fixé de D et A' un point fixé de D'.
Soit | un point quelconque de D et I' un point quelcongque de D'.
D'apreslarelation de Chasles:

"= 1A+ AA'+ Al
Notons, par ailleurs: IA=au et A'I':B:/
Ainsi : '=au+AA+ [3\7

Montrons qu'il n'y aqu'un seul point | de D et un seul point I' de D' tels que (I1') soit perpendiculaireaD et D'

—

Lacondition I1'. G:Oeaéquivalentea:

4>2 - —>I — -
au"+ u.AA+Bu.v=0

—

Lacondition 1" Q:Oeﬁéquivalentea:

— - — —’I ~>2
au.v+v.AA+Bv =0

Ladroite (11") est donc une perpendiculaire commune aD et D' si et seulement si a et 3 sont solutions du systéme

qu2+BuU.v=—u.AN

(O I .-

au.v+BvZi=-v. AA

Or, le déterminant de ce systéme est : 5= u?x :/2—(5.:/)2

Et comme, par hypothése, uet v sont non colinéai res, l'inégalité de Cauchy-Schwarz est stricte.

En conségquence ce déterminant est non nul.

—

Il existe donc un unique couple (a, () satisfaisant les conditions 11". u=0et IlI'. v=0.
Autrement dit, il existe un unique point | de D et un unique point I' de D' tel que la droite A = (II') soit

perpendiculaireaD et D'.

V oyons maintenant une autre inégalité importante découlant de I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Conséguence Inégalité triangulaire

Pour tous vecteurs u, v ona: fu+tv]i<flull+VvI

Démonstration :
“*2_** **_*2 - -2 ) T *2_* ~n2
futvf=(u+v).(u+v)=Jul+2u.v +|v[F<fulr+2fulllivi+lvI=dull+lvI)

En extrayant laracinecarrée: [[u+ v | < |u | +] VI

Cas d'égalité dans I'inégalité triangulaire :

Supposonsque: Ju+ Vv |[=[fu]l+]lv].Alors u.v=]|ul]|V | Etdonc, afortiori : Ju.v|=]|ul|lVv I

On a donc inégalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On en déduit que U et v sont colingaires:
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Il existe k O R tel que v =k U

Montrons que k est positif :
Dunepart: [u+kull=(L+K [ u]l
Diautre part : | U ||+ K u [|= (L + KD | U .
L'égalité||u+ku /= u |+ |ku | nes réaiste ques 1+ k= 1+ k|, cest-a-dire lorsque k > 0.
Donc u et v sont colinéaires de méme sens (on dit encore "positivement liés")
Réciproquement, supposons que : u et v sont colinéaires de méme sens:
Il existek O R* tel que v=ku
Dunepart: [u+kull=(L+Kk [ u]l
D'autre part : || u |+ ||ka =@+l u [=@+k) | u || puisque k > 0.

Onadonc: u+ku[[=|lul+|ku] cest-adireflu+v|=[ul+]V]-.

Bilan :

fu+vi=ull+lv] = I exisekdR"tel que v=Kku

[ll) Applications du produit scalaire

1) Equation cartésienne d'un plan

Définition 3

Un vecteur normal n aun plan P est un vecteur non nul dont la direction est orthogonale a P.

Soit A un point du plan P. On adonc, pour tout point M de P, AM . n=0.

Réciproquement, si un point M vérifie AM . n= 0, dlors M est dansle plan P.

Conséquence : le plan P qui passe par A et qui est orthogonal a n e -

o . M
I'ensemble des points M telsque AM . n =0. /
Exemple : trouver une équation cartésienne du plan P passant par le o A

point A(2 ; 1; —3) dont un vecteur normal est n 1:;1;2).

Soit M(x ; y ; 2 un point quelconque de ceplan P. Ona AM . n= 0, ce qui sécrit encore:
(X=2)x1+(y-1)x1+(z+3)x2=0
D'ou une équation de P : X+y+2z+3=0.
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Théoreme 3
Dans un repére orthonormal :

Tout plan P admet une équation (dite cartésienne) delaformeax + by + cz+d =0 (avec a, b et ¢ non tous nuls)

Le vecteur n (a; b;c) estnormal aceplan.

Démonstration :

Elle repose sur les équivalences suivantes : (en notant M(X; v ; 2), A(Xo ; Yo ; Zo) €t n (a;b;c)
MOPsi et selementsi AM .n =0
a(X = Xo) +b(y —yo) + (2~ 2) =0

Et en posant d = —(axg + byy + ¢cz) : ax+by+cz+d=0

Cas particuliers : le plan (Oxy) a pour égquation z= 0, le plan (Ox2) a pour équation y = 0 et le plan (Oyz) a pour
équation x = 0.

Exercice:

On donne les équations cartésiennes de deux plans:

P:x-4y+7=0

Q:x+2y-z+1=0

1. Montrer que ces plans sont sécants. On note d leur droite d'intersection.

2. Donner une représentation paramétrique de d et donner un vecteur directeur de d.
Un vecteur normal AP est : n (1; -4 0). Un vecteur normal n aQest: n (1;2;-1). Etudions la colinéarité

de ces deux vecteurs : existe-t-il unréel k tel que n=kn? Laréponse est clairement non. (11 faudrait que k soit
solution destroiséquations1=kx1;2=kx (-4)et-1=kx0...)

Les plans P et Q sont donc sécants.

Un point M(x ; vy ; z) appartient &ladroited s et seulement si ses coordonnées sont solutions du systéme::

X—4y+7=0
X+2y-z+1=0

Posonsy =t, il vientalorsx=4t—-7etz=4t - 7 + 2t + 1 = 6t — 6. D'oU une représentation paramétrique de d :

X=4t-7
y=t
z2=6t-6

Un vecteur directeur ded est U (4;1;6)
Note : on montre de méme I'orthogonalité de deux plans en montrant I'orthogonalité de leurs vecteurs normaux et

le parallélisme de deux plan avec la colinéarité de leurs vecteurs normaux.
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2) Equation d'une sphére

Théoréme 4
Toute sphére Sde centre Q(Xo ; Yo ; Zo) €t de rayon R admet une équation de laforme:
(x=x)*+ (Y= Yo)* + (2-2)* =R

Démonstration : Immédiate : cela découle du fait que Sest I'ensemble des points M(x ; y ; 2) tels que QM? = R%.

Théoréeme 5

La sphere Sde diamétre [AB] est I'ensemble des points M telsque: MA. MB =0.

Démonstration : On utilise, par exemple, le théoreme de lamédiane :

N N 2
Soit | le milieu de [AB] (et donc le centre de lasphére), alors: MA. MB= MI 2 - (%) = MI?- R?, (OUR

est le rayon de la sphére). On en déduit :
MOS « MI=R = MA.MB=0

Exemple:
Equation de la sphére Sde diamétre [AB] avec A(0 ; 0 ; —1) et B(1 ; 2 ; —3). Préciser son centre et son rayon.

Soit M(x ; y ; 2) un point quelconque de cette sphere. La condition MA. MB = 0 sécrit :
X(x-1)+y(y-2)+(z+1)(z+3)=0

X2=x+ y?=2y+ 2+ 4z+4=0

(=30 5 +- 1P -1+(@z+2 =0

(=2 )+ (y= 1 + (242 =

NI

D'oul les coordonnées du centre Q(% ;1;-2)etlerayon R= % .

3) Distance d'un point a un plan

Soit A(Xa ; Ya ; Za) un point et P un plan d'éguation ax + by + cz + d = 0. Comment calculer la distance entre le
point A etleplan P ? A=
Notons H(Xy ; Vn ; z4) e projeté orthogonal de A sur P.

. i1
Nous savons que le vecteur n (a; b; ¢) est normal au plan P. L

Donc les vecteurs n et AH sont colinéaires :

Il existe unréel t tel que AH =tn.
Calculons le produit scalaire AH . n:
D'une part, AH . n= a(xy — Xa) + b(yq —ya) + ¢(z4 — z)). Et puisqueH O P, AH . n= —(axa + bys + cza + d)

D'autre part, puisque net AH sont colinéaires, ona: | AH . n |=AH x |F1 I
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lax +by, +cz, +d

D'ou : AH =
\/az +b2 +c2

IV) Définition du produit vectoriel et conséquences

Définition 4

On appelle produit vectoriel de deux vecteurs U et v levecteur noté u O v défini par :

Lorsquea et v sontcolinéaires: U O v= 0.

Lorsque U et v sont non colinéaires (et donc non nuls) : | Rappd : le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur.
. u0ves orthogonal & uev (direction de ul \7)

. (GQG DQ)eﬂunebasedirecte (sensdea D\?)

e JuOvi=ulliviisn(u,v) (norme ou longueur de u O v )

ulv

{ \Y

u

Cas des vecteurs colinéaires : d'apresladéfinition, s u et v sont colinéairesalors u 0 v= 0 .Deplus, s u

et v sontnon colinéaires (et donc non nuls) , alors uldv #0 puisquella [I#0, ||\7 | # Oet(a , v ) £ 0 (™).
On peut donc énoncer la conséquence suivante :

u et v sontcolinéairess et seulementss u O v= 0.

Ce qui sera parfois un critére pour savoir si trois points sont alignés ou non.

Théoréme 6

S a(x;y;z)et :/(x';y';z')alorsa DQ(yz’—zy';zx' -XZ';xy' -yx')

Nous admettrons ce théoréme.
Régle pratique pour calculer les coordonnéesde u O v :
On écrit sur une ligne les coordonnées de u en répétant, a la suite la premiére et la seconde coordonnée. On

procede de méme avec v sur une seconde ligne. Les coordonnéesde u [0 v sont obtenues a l'aide des produits

en Croix suivants
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Premieére coordonnée : Deuxiéme coordonnée : Troisieme coordonnée :
yz' —zy' zX' —xX7 Xy —-yx

Exemple: D(Z;—l;S)et \7(—4;2;—2):

Dol u O v (-4 -8 0)

V) Propriétés du produit vectoriel

Antisymétrie : ul Q:—(:/ O a).

Bilinéarité (linéarité par rapport aux deux variables) :
(uDv)Ow=uOw+v Ow e Au)Ov=A(u Ov) (linéarité par rapport ala premiére variable)

u EI(\? + \7v): uOv+uOw et ul (A\?):Aa Ov (linéarité par rapport ala seconde variable)
Ces propriétés se démontrent avec le théoréme 6 en écrivant les coordonnées des vecteurs en jeu (c'est lourd ...)

VI) Applications du produit vectoriel

. . , A
1) Aired'un triangle ou d'un parallélogramme
Lorsque ABC est un triangle, on a établi en Premiere que l'aire S de
. 1 O -
ABCestdonneepar:S:Ebcsonub:AC,c:ABetAest ¢ S b
0
I'angle géométrique BAC .
Ce qui Sécrit encore: S= %u AC ||| AB | Isin( AB, AC)|. B 2 g ¢
On en déduit : |aire(ABC) = %ll AB O AC|. .
A D

De méme, en présence d'un parallé ogramme ABCD, on a|aire(ABCD) = || AB [0 AD .

Exemple : Soient u (3:2 etv (1; 2). Soient O un point et A, B et C les points définis par :

OA= U, OB=v et OC= U+ v
Calculer (enu.a) I'aire du parallélogramme OACB. (Réponse: 4 u.a.)
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Généralisation: s U (x;y) et v (X'; y"). Démontrer que I'aire du parallé ogramme OACB est donnée par :
aire(OACB) = [xy' —=Xy| u.a

En particulier, s u et v sont colinéai res, on a: aire(OACB) = 0.

2) Equation d'un plan (ABC)

On avu dans les applications sur le produit scalaire comment trouver I'équation d'un plan connaissant I'un de ses

points et un de ses vecteurs normaux. Comment faire pour trouver I'éguation du plan lorsquiil est défini par trois

points A, B et C non alignés ? On utilise alors le produit vectoriel qui fournit un vecteur normal.

Exemple:

Al;2;-1),B(2;3;0etC(1;2;4).

Ona AB(1;1;1)et AC(0;0;5).Donc AB O AC(5;-5;0). Lespoints A, B et C sont donc non alignés. Il

existe un et un seul plan P passant par ses points. Un vecteur normal a ce plan est n (5;-5;0). SoitM(x;Vy; 2

un point quelconque de P, on a AT\/I .n=0dod une équation cartésienne de P :
(x=1Dx5+(y-2)x(-5) =0
5x-5y+5=0
Xx-y+1=0.
Un autre méthode, consiste a considérer une équation cartésienne de P de laforme ax + by + cz+ 1 = 0 puis a

résoudre le systeme obtenu en écrivant les conditionsACO P,BOP et COP.

Exercice : soit P le plan d'éguation: x +y +z=0.

Trouver deux vecteurs non colinéaires de P. (Réponse: u (1;-1;0) et v (0;1;-1)
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