PRODUIT SCALAIRE DANS L'ESPACE

Dans tout ce chapitre, les bases ou repéres considérés sont orthonormés.

Pour des révisions sur le produit scalaire dans e plan, voir le cours de premiére.

1. Définition du produit scalaire et conséquences

On donne ci-dessous une définition possible (et a mon sensla plus valable) du produit scalaire en terminale.

1.1. Définition

On considére une base orthonormale de |'espace. On peuit noter les coordonnées des vecteursen
colonne, ce qui facilitele calcul :

'

X —
y e v
z

X
y/
7'

Soient u(x;y;2) e v(xX;y ;Z) deux vecteurs.

u

On appelle produit scalairede u et v leréd noté u.v et défini par :

a.:/:xx'+yy'+zz'

u.v

X' +yy +zZ

Exemple: avec u(1;2;3)et v(2;3; 6), onobtient :

U.v=2+6+18=26

Remarques :
e Pour tout vecteur u,ona: u.u= x>+ y?+ 2°= ||uP
. . -2 -
On notera parfois (par convention) : u = Jlulf?

Deméme, si A et B sont deux points, ona: AB.AB= || AB|?
On notera parfois:: AB’= || AB P

e Sil'un des deux vecteurs u ou v est nul alors le produit scalaire est nul. Mais attention, I'égalité u.v=0
n'entraine pas nécessairement u=0 ou v=0. En effet, il suffit de considérer par exemple les vecteurs
u(l;2;0)et v(2;-1;0) pour Sen convaincre.

e Silesvecteursu et v sont colinéaires (v=ku) alors:

u.v=xkx+yky +zkz=k(x*+ y*+2°) =k |Ju|?

1.2. Théoréme Autres expressions du produit scalaire

T R - - 1~ - - - 1.~ = - -
L uv= 2 (lusvIP=Iulf = IvIE) =2 (llf + IVIE = llu=vIF) = 5 (lu+vIF = llu-vIF)
- - - - - = - - - =
2. Lorsqueu=0 et v=0: u.v=|ull.]v] .cos(u,v)
- g - = - —
3. Lorsque u=0: u.v=u.v

oll V' est le vecteur projeté orthogonal dev sur ladirection donnée par u .
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Démonstrations :
1. Notons(x;y;2) et (X ;Y ;Z) lescoordonnées respectivesde U et v.Onaalors:
NU+VIP= (x+x)2+(y+y)+ (2+2)°= P+ 20¢ + X2+ Y2+ 2y + Y24 2422 + 22
flu+v|P= X2+ y*+ 22+ X%+ y2+ 22+ 2 (xx +yy + Z) = |[u|F + [IV|F+2u.v

D'oU : u.v

> (1 VIP -8R - 1VP)
De méme:
Nu-vIP= (x=X)2+(y-Y)°+ (z-2)°= X®=2xX + X%+ y? = 2yy + y'?+ 72+ 222 + 7*
lu—vif=x2+ y?+ 22+ X%+ y2+ 22-2(xX + Yy + ZZ) = ||u|P+ ||VIF-2u .V
Dou Q= = (I8 1V -1G-VIF)
Et enfin, en utilisant ce qui précéde: |Ju+V|f - [u-Vv|Ff=4u.v
D'ou: Gv=2 (1G+VIP - 1a-vIR)
4
Les trois relations ci-dessus (encore appel ées "identités de polarisation™) sont importantes. Elles montrent,

en autres, que le produit scalaire est indépendant de la base orthonormée choisie, il ne dépend que de

normes de vecteurs.

2 et 3. Etablissons tout d'abord les expressions 2 et 3 dans un cas particulier

e Supposons u et v colinéaires: il existeun réel k tel que v=ku
Onaalors: Ivii=Kull
D'ou : lull- vl cos(u,v)= | .[lulf. cos(u,v)
Or: cos(u,v) =1s k>0 et cos(u,v) =-1s k<0
- - z
Donc: K| cos(u,v)z k
Et finalement : lull- vl cos(u,v)= klu|f
Et d'apres une remarque précédente : 4

lull. fivlcos(u,v)=u.v

Deplus, s U et vsont colinéaires, on a:

u.v =u.v (puisquedanscecas vV = v)

- - - -
e Supposons maintenant u et v non colinéaires (donc v = 0)

<!

1

Posons i = — (possiblecar = 0)

Soit j un vecteur coplanaireavec U et v tel que:

=

cl

(i7) =7 elin=1 x
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Soit k levecteur orthogonal & i et | tel quelabase (i, ],k) soit directe.

Nous avons ainsi construit une base (i, j, k) orthonormale directe. Dans cette base (i, J, k), on a:
G (1ul, 0, 0), v(IViicos(uv), IVIisin(G,v), 0) e v (IV]lcos(u,v),0,0)
Et comme le produit scalaire est indépendant de la base orthonormée choisie, la définition 1.1. donne:
u.v=|lull.]lv]l.cos(u,v) & u.v=|uf.|[v]l.cos(u,v) =u.v

Ce qui démontre les expressions 2 et 3.

Exemple : ABCDEFGH est un cube d'aréte a.
Calculons de plusieurs fagons le produit scalaire AE . DG :

— . AD AB AE
e Avec ladéfinition en considérant |a base orthonormale —E— :
AD  AB AE F G
Ona AE(0;0;a) et DG(0;a;a)doll AE.DG=a’
E : H
e Aveclecosinus: :
AE . DG = AE x DG x cos( AE, DG ) =a x a+/2 xCOS%zaZ.
B C
e Avec levecteur projeté:
AE.DG= AE.AF = AE.AE=AE’=2a% AL
D

Voyons maintenant un lien important entre le produit scalaire et le théoréme de Pythagore.

Soient u et v deux vecteurs orthogonaux.

<l

On adors, d'aprés e théoreme de Pythagore :

Sooun2 o2 2
lu+viF=[ull”+vil urv

Et dapréslarelation u.v= % (lu+vIZ =llulf = lIvIF) . nous obtenons:

<l

u.v=0
Réciproquement, s U .v = 0 alorslamémerelation permet daffirmer [[u+v|=lulf® +||v|?.

Et d'aprés la réciproque du théoréme de Pythagore, on en déduit I'orthogonalité des vecteurs u et v .

Résumons:

1.3. Propriété
uLv < u.v=0

Remarque : S un vecteur u est orthogonal & tout vecteur, alors c'est le vecteur nul.
En effet, on aalorsen particulier : u.u=0
En notant (x, y, 2) les coordonnées de U dans une base orthonormée, on a :

x>+ y*+ 2 =0

D'ol, nécessairement : X=y=12

<

Et donc : u=0
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2. Propriétés du produit scalaire

2.1. Propriétés
Soient U et v deux vecteurs de |'espace. Soit A un rédl. On ales propriétés suivantes :
e Symétrie: u.v=v.u
o Bilinéarité (linéarité par rapport aux deux places) :
(U+V).W=u.w + Vv.w e (Au). v=~xru.v (linéarité par rapport ala premiére place)
u.(Vv+w)=u.v+u.w et u.(Av)=xru.v (linarité par rapport ala seconde place)

e Séparation: s u.u=0dorsu=0

Démongtrations :

e Symeétrie: évident d'aprésla définition.

e Bilindarité: notons (x; y; 2), (X ;Y ; Z) et (X" ;y", Z') les coordonnées respectives de u, v et w dans une
base orthonormée. On aalors:

(U+V). W = (X+X)X" + (Y +H)Y' + 2+ 2)Z' =xX" + XX" + W' + YY" + 22"+ 22"

<!
=3

(U+V). W=XX"+ W' +ZZ' + XX +YY' +ZZ'=U.W + V.
(AU) . V=AXX + LYY +AZZ = AKX +Yyy +Z) =L Uu.V
Lasymétrielivre lalinéarité par rapport a la seconde place.

o Séparation : a déja éé démontrée dans une remarque ci-dessus.

Exemple : al'aide delalinéarité, démontrer que: AB. CD =—BA.CD

Exercice 1 : ABCD est un tétragdre régulier d'aréte a. (Chague face est un triangle équilatéral de coté a)

Démontrer que deux arétes opposées sont orthogonales. D
2
Remarquons que AB.AC=ABxACxcos(AB,AC)=axaxcos%=%.
_ — az
Deméme, AB. AD= —.
2 C
A
= = = — — — — a% a°
D'oli: AB. CD= AB.(AD- AC)= AB.AD- AB.AC= 7—7=o.
B

Donc les arétes [AB] et [CD] sont orthogonales. On procede de méme pour les deux autres.

Exercice 2 : ABCDEFGH est un cube dont |es sommets sont disposés comme sur la figure ci-dessous.

Lesvecteurs AH et CE sont-ilsorthogonaux ? ¢
G
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Il suffit d'écrire:: AH . CE= AH . (CD+DE)
Par linéarité : AH.CE=AH.CD+ AH. DE
Or, les vecteurs AH et CD sont orthogonaux puisque AH est orthogonal a la face (ADH) et les vecteurs AH et
DE le sont également (diagonales d'un carré) d'ol :
AH.CE=0

Lesvecteurs AH et CE sont orthogonaux.

Poursuivons maintenant ce paragraphe avec des propriétés qui sont alalimite du programmede TS.

2.2. Théoréme Inégalité de Cauchy-Scwharz

Pour tous vecteurs U et v, ona: lu.v|<|ul vl

Démonstration : on sait que :
u.v=[ufl.fIv]l.cos(u,v)
Or: |cos(u,v)| <1

D'ol lu.v|<|ulllivll

Cas d'égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[u.v|=JlullIlv]l & |cos(u,v)|]=1 < (u,v)=0[n] < u et v colinires

Application : la perpendiculaire commune.
Dans |'espace, on considére deux droites D et D' dirigées par des vecteurs u et v non colinéaires.

Montrer que, dans ces conditions, il existe une unique droite A perpendiculaireaD et D'

S U et V sont colinéaires, alorsD et D'
sont paralldes. |l exisealorsuneinfinité
de perpendiculaires communes.

Si D et D' sont coplanaires (et donc sécantes en un point O puisque U et v sont non colinéaires) alorsladroite
A passant par O et orthogonale au plan contenant D et D' convient et c'est la seule.

Pour la suite, on considére que D et D' ne sont pas coplanaires (donc non sécantes)

Soit A un point fixé de D et A" un point fixé de D'. (Et nécessairement, A' = A)

Soit | un point quelconque de D et I' un point quelconque de D'. (Et nécessairement |' = 1)
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D'apréslareation de Chasles: I'= 1A+ AA + AT’

Notons, par ailleurs: IA=qu e Al'=pv

Ainsi : I'=au+AA + BV

Montrons qu'il n'y aqu'un seul point | de D et un seul point I' de D' tels que (11') soit perpendiculaireaD et D'.
Lacondition 11”. u= 0 équivaut a: au’+ U.AA +BuU.V=0

Lacondition 11”. v =0 équivaut a: aU.V+V.AN+BV°=0

La droite (II") est donc une perpendiculaire commune a D et D' s et seulement s o € B sont solutions du

systeéme
aU’+BuU.v=—u.AN
S
au.v+Bv2=—v.AA'
Or, ledéterminant 5 decesystémeest:  8=U’x v —(u.v)’

Et comme, par hypothése, U et v sont non colinéaires, I'inégalité de Cauchy-Schwarz est stricte.

En conséquence ce déterminant est non nul.

Il existe donc un unique couple (o, B) satisfaisant les conditions 11'. u=0et 11'. v=0.

Autrement dit, il existe un unique point I de D et un unique point I' de D' tel que la droite A = (II') soit

perpendiculaireaD et D'

Voyons maintenant une autre inégalité importante découlant de I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

2.3. Conséguence Inégalité triangulaire

Pour tous vecteurs U,v ona: Nu+vii<full+v]

Démonstration :
- -2 - - -2 - - "2<“2 TR T4 - = n2
lu+vi=(u+v).(u+v)=[[ul+2u.v +|IV[ < |lul"+2[ulllIvIl+ v =ull+vI)
Lafonction racine carrée é&ant croissante sur R, :
lu+vif<|lufl+{vI

Cas d'égalité dans I'inégalité triangulaire :

Si uou vestnul, il est clair quil y a égalité.
Supposons U et v non nulset Nu+vi=ull+VvI
Alors: lu+v[F =+ v
lulf+2u.v +VIE=alf+2ul v+ v
u.v=luflfivi
Et donc, a fortiori : lu.v|=ul vl
On a donc égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On en déduit que u et v sont colinéaires:

Il existek € R tel que v=ku
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Montrons que k est positif :

D'une part : lu+vi=llu+kul=[2+Kull
Dautre part : ull+ v I=[fufl+ kull= 2+ k) flu
D'ou: L+ KU =@+ K [lull

Et comme on a supposé U =0 ': |1+k =1+

e S k<-laorscdadonne-1-k=1-k, cequi est absurde.

e S -1<k<Oaorscedadonnel+k=1-kdouk=0, cequi est contradictoire.

On adonc bien k > 0 et par suite u et v sont colinéaires de méme sens (on dit encore "positivement liés").
Réci proguement, sUpposons U et v sont colinéaires de méme sens:

Il existek € R, tel que v=ku

D'une part : Jlu+vi=Jlu+kull=L+KJJull=@+K [Ju]
D'autre part : ull+vii=llull+Ikull=@+K)[ull=@+Kk [lull
Onadonc: Nu+vi=ull+VvI

- - - - . - -
Bilan : flu+vi=llull+]lv] < Il existek € R, tel que v=Kku

Exemple d'application de I'inégalité triangulaire
ABC est un triangle. On note |, J et K les milieux respectifs de [BC], [AC]et [AB].
A

[ > C
Démontrer que: Al +BJ+ CK < AB+BC+ CA
Ona: 2AI = AB+ AC
En passant alanorme: 2||Al ||=]|AB+ AC||
Et d'aprés I'inégalité triangulaire:: 2|AT || < || AB ||+ || AC ||
Cest-a-dire: 2AI < AB+AC

De méme en raisonnant par rapport aux autre médianes :
2BJ < BC + BA

2CK < CB+CA

Et en additionnant les trois inégalités ci-dessus :
Al +BJ+ CK < AB+BC+ CA

(L'inégalité est méme stricte lorsque le triangle n'est pas aplati)
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3. Applications du produit scalaire dans |'espace

1) Equation cartésienne d'un plan

3.1. Définition
Un vecteur normal n aun plan P est un vecteur non nul dont la direction est orthogonale & P.

Soit A un point du plan P. On a donc, pour tout point M de P, AM . n=0.

Réciproguement, si un point M vérifie AM .n=0, alors M est dansle plan P.

- -
Conséguence: le plan P qui passe par A et qui est orthogonal a n est n
M
I'ensemble des points M telsque AM .n=0. /
POA

Exemple : trouver, dans un repére orthonormé (O, 1, j, k) une p

équation cartésienne du plan P passant par le point A(2 ; 1 ; —3) dont

un vecteur normal est n(1;1; 2).

On utilise la caractérisation suivante: M(X;y;2) e P < AM .n=0

Lacondition AM . n= 0 sécrit encore::
X—2x1+(y-Dx1+(z+3)x2=0

D'ou une équation cartésennede P : X+y+2z+3=0

3.2. Théoréme
Dans un repére orthonormé (O, i, J, k), tout plan P admet une équation (dite cartésienne) de la forme::
ax+ by +cz+d=0 (avec a, b et c non tous nuls)

Levecteur n(a; b c) est normal aceplan.

Démongtration :
Elle repose sur les équivalences suivantes : (en notant M(x; y; 2), A(Xo ; Yo; Z20) € n(a; b; c))
M e Ps et seulements AM .n=0
a(x — Xo) + b(y — yo) + ¢(z—2) =0
Et en posant d = —(ax + by + €2) : ax+by+cz+d=0
Cas particuliers:
¢ leplan (Oxy) apour équation z=0, le plan (Ox2) : y=0et leplan (Oyz) : x=0.
e leplan passant par les points A(a, 0, 0), B(0, b, 0) et C(0, 0, c) (lorsque abc = 0) a pour équation :

X.{.E:l

b ¢

En effet, il Sagit bien d'une équation cartésienne d'un plan P contenant les points A, B et C et comme ceux-

X
=+
a

ci ne sont pas alignés (car AB (a, b, 0) et AC (—a, 0, ) ne sont pas colinéaires puisque abc = 0)), ce plan P

correspond bien au plan (ABC).
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Exercice:
On donne les équations cartésiennes de deux plans:
P:x—4y+7=0
Q:x+2y-z+1=0
1. Montrer que ces plans sont sécants. On note d leur droite d'intersection.
2. Déerminer un vecteur directeur ded.
Un vecteur normal a P est n(1; -4 ; 0). Un vecteur normal n' au plan Q est n'(1 ; 2 ; —1). Etudions la
colinéarité de ces deux vecteurs : existe-t-il un rédl k tel que n'= k n? La réponse est clairement non. (Il
faudrait que k soit solution destroiséquations1=kx1;2=kx (-4 et-1=kx0...)
Lesplans P et Q sont donc sécants.
Un point M(x ; y ; z) appartient aladroite d s et seulement s ses coordonnées sont sol utions du systéme :
{ X-4y+7=0
X+2y-z+1=0
Posonsy =t, il vientalorsx=4t—7etz=4t-7+2t+1=6t - 6.

D'ou une représentation paramétriqueded :

X=4t-7
y=t
z=6t-6

5
Soit A le point de coordonnées (-7 ; 0; —6) et u le vecteur de coordonnées(4; 1; 6) .
Lepoint A est un point deledroited (obtenu lorsque t = 0)

Le systéme ci-dessus sécrit encore :

Un vecteur directeur ded est donc u (4; 1; 6)

3.3. Théoréme
Deux plans P et Q sont orthogonaux s et seulement si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux.

Deux plans P et Q sont paralléles si et seulement s leurs vecteurs normaux sont colinéaires.

2) Demi-espaces
Soient nun vecteur non nul et A un point
On vient de voir que I'ensemble des points M de I'espace tels que AM . n= 0 est le plan P contenant A et de

vecteur normal n.

3.4. Définition
On appelle demi-espaces (ouverts) délimités par P les ensembles E et F des points M définis respectivement

par les conditions : E: AM.n>0 On définit de méme des demi-espaces

E- m _ﬁ< 0 fermésal'aide dinégalitéslarges.
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Soient M un point de E et N un point de F. Alorsil existe un réd A strictement négatif tel que:

AM .n=LAN.n

(AM -2AN) .A=0

Soit B le barycentre de (M, 1) et (N, —1). (Ce barycentre existe bien car 1 — A > 0)

Ainsi, on a: AM = AB+BM —-AAB-ABN=(1-1) AB
D'ol : (1-1)AB.n=0

Et commel-A>0: AB.n=0

Donc: BeP

Par ailleurs, comme les coefficients du barycentre B de M et N sont de signe opposes :

B e [MN]

On amontré que pour tout point M de E et tout point N de F, le ssgment [MN] rencontre le plan P.

3.5. Résumons::

Le plan P partage |'espace en deux "demi-espaces’ caractérisés par les conditions AM .n>0et AM .n<0.

Ces deux demi-espaces sont définis par |es inéguations suivantes :

E:ax+by+cz+d>0

Attention ! Le sensdesinégalités dansles
inéquations ci-contr e dépend du vecteur

F:ax+by+cz+d<0 normal choisi !
Exemple : caractérisation de l'intérieur d'un cube. c ’
ABCDEFGH est un cube de coté 1. ;
On se place dans le repére orthonormé (A,HBEE) ? <
Les points M(x, y, 2) Situés al'intérieur du cube sont ceux qui verifient :
O<x<1 E
O<y<l1 Abi D
0<z<1 .
C
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3) Distance d'un point a un plan

Soit A(Xa ; Ya ; Za) un point e P un plan d'équation ax + by + cz+ d = 0.

Comment calculer ladistance entrele point A et leplan P ?

NotonsH(X4 ; Yu ; Z4) le projeté orthogonal de A sur P. Af

Nous savons que le vecteur n(a; b; c) est normal auplan P . > T

Donc les vecteurs net AH sont colinéaires: .
Il existeun réel ttel que AH =tn. L H

Calculons le produit scalaire AH . n :

D'unepart, AH . N=a(X — Xa) + b(Yi — Ya) + C(z — za). Et puisqueH € P, AH . n=—(axa + by + cz4 + d)

D'autre part, puisque net AH sont colinéaires, ona: |AH . n|=AH x ||n]|.
Retenir I'idée de cette démongtration qui est

|aXA +bya +CZA+d| de calculer |ﬁﬁ| de deux maniéres

D'ou : AH = o
\/ a2+b%+c2 différentes.

(Formule & savair retrouver)

4) Digtance d'un point a une droite, dans|'espace

On sedonneici une droite D passant par un point A(Xa ; Ya ; Z») €t dirigée par un vecteur n(a; b ; c).
On se donne un autre point M(Xv ; Ym ; 2v) € on cherche a calculer la distance entrele point M et la droite D.
L'idée et d'explaiter le plan P, orthogonal a D et passant par A.
Notons H et K les projetés respectifsde M sur D et P.
Comme MHAK est un rectangle, on a d'apres le théoréme de Pythagore :
MK? = MA? — MH?
Ladistance MA se calcule facilement car M et A sont donnés.

Ladistance MH se calcule avec laformule ci-dessus (distance entre le point M et la plan P)

M

s
>

L P
H-L
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5) Equation d'une sphére

3.6. Théoréme
Toute sphére Sde centre Q(Xo ; Yo ; 2) €t derayon R admet une éguation de laforme::
(X—X0)*+ (Y~ Yo)* + (- 2)* =R

Démonstration : Immédiate : cela découle du fait que Sest I'ensemble des points M(x ; y ; 2) tels que QM? = R?.

3.7. Théoréme
La sphére Sde diamétre [AB] est I'ensemble des points M tels que: MA. MB = 0.

Démonstration : On utilise, par exemple, une formule de la médiane :

Soit | le milieu de [AB] (et donc le centre de la spheére), alors:

A.MB= (Ml +IA).(MI +1B) = (MI +1A).(MI —=1A) = MI> = A= MI *- R?

(Ou R est lerayon de la sphére)
On en déduit :

MeS«< MI=R < MA.MB=0

Exemple:
Equation de la sphére Sde diamétre [AB] avec A(0; 0; —1) et B(1 ; 2 ; —3). Préciser son centre et son rayon.

Soit M(X ; ¥ ; 2) un point quelconque de cette sphére. La condition MA. MB = 0 sécrit :
XX-1D)+yy-2)+(z+1(z+3)=0
XP—X+ y*—2y+ Z°+4z+3=0
On canonise suivant chague variable :

1)? 1 2 2
x—E ~ 2 +(y-1)°-1+(z+2)°-4+3=0

(x—%)z F =12+ 2+ 2P = %

D'ou les coordonnées du centreQ@ 1 —2) et lerayon Rzg.

Remarqgue : on pouvait simplement trouver ce résultat en calculant les coordonnées du milieu de [AB] pour

obtenir le centre et en calculant la moitié du diameétre AB pour obtenir le rayon.
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4. Complément : produit vectoriel dans I'espace (Hors programme)

Avant toutes choses, nous avons besoin dans ce paragraphe, d'orienter I'espace, c'est-a-dire distinguer les deux

K

types de repéres suivants : <

Repeére
direct

Repeére
| indirect

5
Soit un observateur se tenant debout, dans I'axe (O, k ), les piedsen O et regardant le point I.

Un repére est dit "direct" g, I'observateur ale point J a sagauche. Il est dit "indirect" dans le cas contraire.

L'espace étant orienté, il est alors possible d'orienter tout plan del'espace :
- - - - -
Soit (O, i , j ) unrepéredun plan P. Soit k un vecteur normal au plan P. On diraquelerepére (O, i , j ) est

- > -
direct dans P lorsquelerepere (O, i , j , k) I'est dans I'espace :

Repére du Kkl ] o 1 Repére du
S0 - S/ lan indirect
plan direct P i / ° P P/ P
Vi

Les bases de I'espace ou des plans sorientent de la méme fagon que les repéres.

4.1. D€finition

- - - -
On appelle produit vectoriel de deux vecteurs u et v levecteur noté u A v défini par :

- - o - - =
Lorsgue u et v sontcolinéaires: u A v= 0.

NN ]
Lorsque u et v sont non colinéaires (et donc non nuls) : | Rappe : le vecteur nul et colinéaire a tout vecteur.
- - e - . . - -
) u A vestorthogonal a u e v (directionde u A v)
-> > > - . - -
. (u,v,u A v)est unebasedirecte (sensde u A V)
- - - - o o - -
. fuavi=lullllviisn(u,v) (normeou longueur de u A V)

- -
unv
N
k Vv
: -
: u
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- - - - —>
Cas des vecteurs colinéaires : d'aprés la définition, s u et v sont colinéairesalors u A v= 0 .Deplus, s

- - oL - - - . - - - -
u et v sont non colinéaires (et donc non nuls) , alors u A v # 0 puisque|ju||=0,||v|#0e(u,v)=0

(7).

On peut donc énoncer la conséquence suivante :

- - L. ) oo - —>
u et v sontcolinéairess e seulementss u A v= 0

Ce qui seraparfois un critére pour savoir s trois points sont alignés ou non.

4.2. Théoréme

- - - -
S uX;y;2e v(x;y;z)adosuaAnv(yzZ-zy ;zx —-xz';xy —-yx')

Nous admettrons ce théoréme.

- -
Régle pratique pour calculer les coordonnéesde u A Vv :

N
On écrit sur une ligne les coordonnées de u en répétant, a la suite la premiére et la seconde coordonnée. On

- - -
procéde de méme avec v sur une seconde ligne. Les coordonnées de u A v sont obtenues & I'aide des

produits en croix suivants:

X y y
X! y! y!
Premiére coordonnée : Deuxiéme coordonnée : Troisiéme coordonnée :
yz' —zy' zx' —xZ Xy —yx

- -
Exemple: u(2;-1;3)et v(-4;2;-2):

- -
D'ot u A v(-4;-8;0)

4.3 Propriétés
. . - - - -
Antisymétrie: u A v=—(Vv A U).
Bilinéarité (linéarité par rapport aux deux variables) :

- - - - - - - - - - - L . . .
(UAV)AW=UAW+V AW e (Au)ar v=r(u A v) (linéarité par rapport ala premiére variable)

> o -

- - > - - - - - . .
UAa(v+w)=uav+uaweeua ((Av)=Au A v (linéarité par rapport ala seconde variable)

Ces propriétés se démontrent avec le théoréme 4.2. en écrivant |es coordonnées des vecteurs en jeu.
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4.4. Applications du produit vectoriel

1) Aired'un triangle ou d'un par allé ogramme

Lorsque ABC est un triangle, on a établi en classe de premiére que I'aire Sde ABC est donnée par :

S= EbcsinA
2

A AN
oub=AC,c=ABet A estl'angle géomérique BAC .

A
c b
S
B a C
1 = = - -

Ce qui sécrit encore: S= > [l AC ||l AB|| [sin( AB, AC)|

1 - —>
On en déduit : aire(ABC) = > |AB A AC||

De méme, en présence d'un parallé ogramme ABCD, on a:

- o
aire(ABCD) = || AB A AD ||

- -
Exemple: Soient u (3;2) et v (1; 2). Soient O un point et A, B et C les points définis par :

- 5 > S - 5 o
OA=u,0OB=v € OC=u+ vV

Calculer (en u.a.) l'aire du parallélogramme OACB. (Réponse: 4 u.a.)

- -
Généralisation: s u (x;y) et v (X ;y'). Démontrer quel'aire du parallélogramme OACB est donnée par :
aire{OACB) = [xy' —Xy| u.a

- -
En particulier, s u et v sont colinéaires, on a: aire(OACB) = 0.
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2) Equation d'un plan (ABC)

On avu dans les applications sur le produit scalaire comment trouver I'équation d'un plan connaissant |'un de
ses points et un de ses vecteurs normaux. Comment faire pour trouver I'équation du plan lorsgu'il est défini par
trois points A, B et C non alignés ? On utilise alors le produit vectoriel qui fournit un vecteur normal.

Exemple:
On donne: A(l;2;-1),B(2;3;0 et C(1;2;4
- - -> -
Ona AB(1;1;1)et AC(0;0;5). Donc AB A AC(5;-5; 0). Lespaints A, B et C sont donc non alignés.
-
Il existe un et un seul plan P passant par ses points et un vecteur normal aceplanest n(5;-5;0).
Soit M(X ; ¥ ; 2) un point quelconque de I'espace. On a:

- >
MeP < AM.n=0

D'ou une équation cartésennede P :
(xX—Dx5+ (y-2)x(-5) =0
5x-5+5=0
X-y+1=0
Un autre méthode, consiste a considérer une équation cartésienne de P delaformeax + by + cz+ 1 =0 puis a

résoudre |e systéme obtenu en écrivant les conditionsA e P,Be Pet C € P.

Exercice: soit P le plan d'équation : x +y + z=0.

- -
Trouver deux vecteurs non colinéairesde P. (Réponse: u(1;-1;0)et v (0;1;-1))
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