THEOREME DE NAPOLEON - POINT DE TORRICELLI

On munit le plan d'un repére orthonormé (O, €;,€, ) de sens direct.

PARTIE A : des caractérisations du triangle équilatéral
2in
Onnotej = e 3 . Soient U, V et Wtrois points du plan d'affixes respectives u, v e w.
1. Démontrer |I'équivalence suivante :
UVW est équilatéral de sensdirect < u—v=—j4w- V)
2. Démontrer I'équivalence suivante ;

UVW est équilatéral de sensdirect <> u+jv+j°w=0

PARTIE B : démonstration du théoréme de Napoléon

ABC est un triangle quelconque de sens direct.
On construit les points P, Q et Rtels que BPC, CQA et ARB soient des triangles équilatéraux de sens direct.
On note U, V et W les centres de gravité de BPC, CQA et ARB respectivement.

Démontrer que UVW est équilatéral de méme centre de gravité que ABC. Q
R
A
Y
w.
B C
u
P

PARTIE C : point de Torricelli

Démontrer que les droites (AP), (BQ) et (CR) sont concourrantes en un point T.
(T sappellele point de Torricdli du triangle ABC)
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- Solution -
PARTIE A : des caractérisations du triangle équilatéral

1. Remarquons au préalable que:
Ain _2in _2inin
—j’=-e3 =—¢ 3 —¢g"g 3 = @3
On ales équivalences suivantes : W
UVW est équilatéral de sensdirect

U est I'image de W par larotation de centre V et d'angle %

in

u-v=e3 Ww-v) u \Y
U-v=—j3w-v)
2. Onrappelleque: 1+j+j%=0
On ales équivalences suivantes :
UVW est équilatéral de sensdirect
u-v=—j3w-v)
u+(-1-9v+jw=0
U+jv+jw=0

PARTIE B : démonstration du théoréme de Napoléon

Par hypothése, on a: a-w=jb-w) (E)
b-u=jc-u) (E)
c-v=ja-v) (&)

En additionnant, membre a membre, lestrois égalités, il vient :

a+b+c-(u+v+w=jl@a+b+c—(u+v+w))

D'olr : a+b+c=u+v+w

Ce qui prouve d§ja que UVW ale méme centre de gravité que ABC.

De (E;) on déduit : w= al— Jj
A _ b—jc

De méme avec (E,) e (Es) : u= 1]
v c—j_a

1-j

On calcule maintenant :

0

20— a-jb+jb-j’c+j’c-a_

U+jV+]j ]

Et dapréslapartie A : UVW est équilatéral de sens direct
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PARTIE C : point de Torricelli

Soient I" et ™" les cercles circonscrits aux triangles ARB et ACQ respectivement.

Par construction, lescerclesT" et I se coupent déaen A.

Premier cas: lescerclesT et I sont tangentsen A.

Dans ce cas, I'angle (MW) est plat. On aalors, en utilisant larelation de Chasles:
(A—Bm)z (A—BM)+ (MW)+ (W@)z (A—B,M)HH (W@) [2n]
Et puisque les triangles ARB et ACQ sont équilatéraux de sensdirect :

(A—B,M)z—% [21] et (N,Hg):% [27]

D'ou : (A—B,E) = [2n]
Ae (BQ
De méme en raisonnant avec (A—Cﬁz) : A e (CR)

Il en découle que les droites (AP), (BQ) et (CR) sont concourantes et danscecasonaT = A.
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Deuxieme cas: lescerclesT" et T ne sont pas tangents en A.

Dans ce cas, ils se recoupent en un deuxiéme point T.

D'aprés le théoréme del'angleinscrit® | on a:
(TATR)=(BABR)= 3 [ e (TQ.TA)=(CQ.CA)- 3 [
Soit I le cercle circonscrit a BPC. Montronsque T e T :
(TC.T8) - (TC.T)+(TATE) - 2+ 222 (PR 7C) (4
Donc: Tel™

LestroiscerclesT’, I'" et I'™ ont donc un point commun T.

Montrons maintenant que T € (AP) :

T g g = - T == ~= T T
(TATP)= (TATB) + (TB,TP)= -3 +(CB,CP)= -5+ 5 =0
Donc: T e (AP)
On montre de méme que:: Te((BQ) aTe (CR)
Conclusion : lestrois droites (AP), (BQ) et (CR) sont concourantes en T.

) on rappelle que quatre points A, B, C et D non alignés sont cocydliques s et seulement s (CACB)=(DADB) [n]
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