UN THEOREME DE JOACHIMSTHAL

Soient a et b deux réels strictement positifstels que a = b.
Dans un repere orthonormé, on considére une elipse & d'équations paramétriques

{x= acost
S

y=bsint’
et quatre points Aq, Az, As &t A, de cette ellipse de parameétres respectifsty, to, tz € ty.
Alorson a:

Ag, Ay, Az et Ajcocydliques < ti+t+t3+ 1ty € 207

Démonstration :

Remarque liminaire:

Soit # un cercle d'équation : X°+ y*—2cx—2dy— f=0
(avec évidemment 2 + d® + f = 0)
Les assertions suivantes sont équivalentes :
M(X, y) e &n&

X = acost
Jt e R, y=bsint
X2 +y?—2cx—-2dy—f=0
X = acost
Jt e R, y=bhsint

a®cos’t +b?sin®t — 2accost — 2bd sint— f =0

X = acost
Jt e R, y=bsint

a?:(e2it +2+e2") —ij(eZ“ ~2+e?!)-ac(e"+e")+hdi(e' -e")-f=0
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X = acost
Jt e R, y=bsint

az 4|t 2it _bz 4|t it 3it 3|t i 2|t
4( +2e”" +1) 4( 2¢?" +1)-ac(e™ +€") + bdi (e* - €') - fe

X = acost
Jt e R, y=bsint

a’-b? , b?

2 2 . . 2
¥t 4 (—ac + ibd)e™ [%—f]ezu(—ac—ibd)e%aT:o

X = acost 2 bz
Jte R, {y=bsint ouP= 6X4+(—ac+ibd)X3+(a ; —f]X2+(—ac—ibd)X+6 etd=
P(e')=0

a-p?

Preuve del'implication "=" :

Supposons : A, Ay, Az et A4 cocycliques
Alors, il existeun cercle? , d'équation x*+ y?>— 2cx — 2dy — f = 0, contenant A;, Ay, A et As.

D'aprés laremarque liminaire, les €' (1 < i < 4) sont desracines de P, donc leur produit est égal a:
eitl eitz tS e ( 1)

D'ou : ti+ty+ty+t, e 2nZ

Preuve del'implication "<" :

On se donne quatre points Ay, Az, Az et A, del'dlipse& de parameétres respectifsty, t, ts et t4 tels que:
ti+th+t3+1t e 2nZ

On adonc: gl gl gl g1

Nous allons prouver qu'il existe desrédsc, d et f tels que les quatre points A, A, As et A4 vérifient I'équation

x?+ y?—2cx — 2dy — f = 0. Autrement dit (voir remarque liminaire) qu'il existe desréelsc, d et f tels que les

' (1 <i < 4) soient des racines du polynéme P.

Notons : ci=€% + &% 4+ gl 4 gl
oy gl gl 4 gl gl 4 g gl 4 gt @l 4 gl gl 4 @ls gl
o= gl g gl 4 gt gl gl 4 gl gls gl 4 gz glts e
G4= elt1 elt2 eit3 eit4

D'aprés les rdations entre les coefficients et les racines d'un polynéme, nous cherchons donc a prouver

l'existencederédsc, d et f telsque: 8oy = (—1)*(-ac + ibd) = ac — ibd

50, = (1) (a +b? f] (a +b2_f]

803 = (-1)*(-ac — ibd) = ac + ibd
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Nous devons donc montrer que le systéme suivant admet une solution (c, d, f) € R®:
ac—ibd=%c; (F)

(9:4 ac+ibd=06c; (E))

a’+p?
2

-f=d80, (K)

En combinant les deux premiéres équations, on obtient :

c 3(cy +03) o d= 8(53__ o)
2a 2ib

Or: 03=040;

Et comme, par hypothése, 64 = 1, nous obtenons: o3 = 6_1

D'ou: ceRedeR
Deméme: G2= 040, = O,
Donc o, est rédl et : feR

D'apréslaremarque liminaire, on en déduit :

Conclusion : A, Ay, Az et A4 sont cocycliques

Un théoréme de Joachimsthal Page 3 G. COSTANTINI  http://bacamaths.net/


http://bacamaths.net/

